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1. Heka je X npousBosban ckyn u d : X X X — R dyHKIHja KOja CBAKOM Hapy ejJeMeHaTa CKyIla
X nmomemyje peanan 6poj. Ako Ta GpyHKIHja UMa 0COOMHE:

1. d(z,y) >0

2. dlz,y) =0z =y

3. d(z,y) = d(y,x)

4. d(z,y) + d(y, z) > d(z, z)

OHJIa KazkeMo 71a je d pacrojame Ha X, a map (X, d) Ha3MBaMO METPHYKHM MPOCTOPOM.

1. Jlokazaru ga je ca d(z,y) = arctan|z — y|, x,y € R nedunucana merpuka na R y oxnocy Ha
KOjy je Taj mpoCcTOp OrpaHWYEH.

[ToszuTuBHA AePUHUTHOCT U CUMETPUYHOCT Ce JIAKO IpoBepaBa. [IpoBepuMo Heje IHAKOCT TPOYT.JIa,
npumehyjyhu na Bazkmu:
arctan (z + y) < arctan x 4 arctan y.

Oso Baxku jep je f(x) = arctan (x 4+ y) — arctan z — arctan y monorono ouajajyha 3a csako x > 0, a
f(0) =0. Caeu,
arctan |z — y| < arctan |x — z| + |z — y| < arctan |x — z| + arctan |z — y].

OrpaHn9eHOCT TTpocTOpa ciaean u3 yutbenute fa je diam(R) = 0.

2. Heka je s ckynm cBuUX OpPOjHMX HHU30BA. [LOKaSaTH 1a je (s,d) MeTpuYKu TpocTop y KoMme je

dbyukmja pacrojama medunucana ca d(x,y) = Z L 1f|zn yznl

Kako je % < 1, To je dyuknmja pacrojarma mg00po gedwnncana. [lozurnpna nedpwHUTHOCT

U CHMeTPUYHOCT cy ouuryegde. HejeqnakocT Tpoyriia cieau u3

la + b la + | |b+ |
l4+la+b ~ 1+4lat+e 1+b+¢

IITO je MOC/TeNNA THIHECHUIE J1a je DYyHKIHja + MoHoTOHO pactyha 3a cBako t < 0.

t+1

2

3. Hokazaru ga dyuknuja f(x,y) = ;ﬂ; HeMa rpanndHy Bpennoct y tauku (0,0).

Younmo mmsose (x,,y,) = (£, 1), (z0,y)) = (2,2). Kaxo je f(al,y,) =0, f(a,yh) = 2 1o
TpaHUYHA BPEIHOCT y MOCMATPAHO] TAYKH HE MOCTOjH.

In (1422 +y2)

4. Ncnuraru venpekuanoct gpyukuuje f(z,y) = Trem? (297"



®yuxumje 1 + 2% + y?, 22 — y? cy venpexuaue 3a csaxko r,y € R. @ynxknuja In (1 + 22 + 3?) je
nenpexuana Ha R? jep je 1+ 22 +y? > 0. Taxobe je dbymkmmja sin? (v? — y?) nenpexnra ma R2.
Ocum tora je 1+ sin (22 — y?) > 0, na je 3agara QyHKIMja HEMPeKy/HA.

5. Honedunucarun dyuknujy f(z,y) = ﬁ;‘jgi 1o Henpekugaoctn y Tadku (0, 0).

Oyukmuja he 6utn wenpekunna y tauku (0,0) ako je f(0,0) = 1(i)m . ﬁzizi =0.
z—0,y—

6. Jlokazatu ga cucreMm jegHadnHA
2%+ y* = 25,
2y 2ty —6=0,

nMa bap JBa peagHa pellerba.

Oyuxumja f(z,y) = 23 + 3° + 2%y — 6 je HenmpexuaHA Ha 1e710j peaanoj papau. Y Taukn A(5,0)
kpyxuuie 2 + y? = 25 speanoct dyuxnuje je 119, a y Trauxu B(—5,0) ucre Kpy>KHUIE BPeIHOCT
dynknuje jenmaka je —131. Jlyxx cBake HempeKkujHe KpuBe y paBHH Koja cmaja tauke A(5,0) u
B(—5,0) dyukmuja f uma 6ap jeany nyiay. Crora na Kpyzxuumy r2 +y* = 25 nocroje 6ap jiBe Tauke
M u N y xojuMma je byHKIH]a jeIHAKA HYJIH.

7. Jokazatu na dyuxuuja f(x,y) = x* + y* noctuxe najmamy u Hajselly BpegHocT y 06/1acTH
onpebenoj nejegnakoctuma x +y > 3, 22 + 3% < 16.

Ob6nact onpehena 3agaTuM HejeTHAKOCTHMA je 3aTBOPEeH M orpanuveH ckyn. Kako je dynknumja
HEIIPEeKMIHA HA HeMy, OHa HA UCTOM JIOCTUZKE HajMamby U HajBehy BpeJIHOCT.

8. Heka je f HeIPeKuHO MPECIUKABAE KOMIIAKTHOD METPUIKOM 1pocTopa (X, dx) Ha MeTpuyku
upoctop (Y, dy). Tokazaru fa je Y KOMIAKTaH mPOCTOP.

9. Jla o je dyuknuja f(x,y) = \/4 — 2% — y? paBHOMEDPHO HeIIPEKHTHA ¥ 00JacTH JeUHUCAHOCTH

i
1—a2—y?

10. Ucnwrarn pasHOMepHY HempekuaHocT dbyHkimje f(x,y) = sin

= y obsactu E =
{(z,y) e R: 22 + 9% < 1}.

Oyukiyja [ je HempekuHa Ha [, aju HHUje paBHOMEPHO HENPeKH/IHA. YOUNMO JBa HU3a TavakKa

Ap = (/1= 55cosa,4/1—g-sina), B, = (/1 — 27 cosa, (/1 — 25sina), n € N. Kako je

d(An, B,) =0, a|f(A,) — f(B,)| = 1, byskuuja Huje paBHOMEDHO HENPEKUIHA.
11. Ucnuraru pasuomepny Henpekuanoct gpyukuuje f(x,y) = In (2? + y?) y obracru
a)r?<az?+y* < R?
6) 0 <z?+y? < R?

12. Hahu rauke y kojuma dbyakumja f(z,y) = /2% + y? Hema naprigjajite u3Boje.

13. [lokazatu na je dpyHKIHja

a3y 6 1 .2
_ ) w2 T +y* #0,
r,Y) =
f(z,y) {07 r=y=0.



upekuHa y tauku (0,0), ajin ja uMa napuujajiHe u3Boje y TOj TAYKu.

) = =0, 1o je f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Oynknuja nma upekus y tauku (0,0),
jep je f(%a #) = %; f(%a _ﬁ) = _%'
14. Oapeuru usson dynxuuje f(z,y) = x2 + y* y rauku (2,1) y npasiy BexTopa 7(1, 1).
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15. [lokazatu ma dbyHKIHIjaA

muje mudepennujabuana y Tauku (0,0).

Kako je f(x,0) = f(0,y) = 0, Toje f,(0,0) = f,(0,0) = 0. Axo 6u pynknuja Guna qudepennujadbuina
y tauku (0,0), onma 6u ce mpupamraj dbyuknuje vy Tauku (0, 0) morao npukazatu y obauky A f(0,0) =
f(Ax, Ay) — £(0,0) = f1(0,0) Az + £,(0,0) Ay + e(Az, Ay)r, kapa r — 0, tae je r = /Ax? + Ay?,

npu demy je lime(Ax, Ay) = 0. U3 nocieame jennakoctn umamo jaa je e(Ax, Ay) = AAZC'Ay'Q, a
r—0 2 +Ly
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dbyuknuja vuje qudepennujabuina y (0,0) jep je nh—>nolo e(3, L) =1, lim e(—3,%) =—
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