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1 ÷àñ

1. Ðåøèòè jåäíà÷èíó {x}+ {2x}+ {3x} = x.

Ðàçëèêójåìî 4 ñëó÷àjà.

Çà {x} = α ∈ [0, 1
3
) äîáèjà ñå 6α = k + α = x, îäíîñíî 0 ≤ 5α = k < 1

3
,

îäàêëå jå k ∈ {0, 1} è x ∈ {0, 6
5
}.

Çà {x} = α ∈ [1
3
, 1
2
) äîáèjà ñå α + 2α + 3α − 1 = 6α − 1 = k + α = x,

îäíîñíî 5α = k + 1 îäàêëå jå k ∈ {2
3
, 3
2
} ∩ Z è x = 7

5
.

Çà {x} = α ∈ [1
2
, 2
3
) äîáèjà ñå x = 8

5
.

Çà {x} = α ∈ [2
3
, 1) äîáèjà ñå x = 9

5
.

2. Ðåøèòè jåäíà÷èíó [5+6x
8

] = 15x−7
5

.

Ñìåíîì m = [5+6x
8

] äîáèjà ñå åêâèâàëåíòíà jåäíà÷èíà [m
4
+ 39

40
] = m.

Êàêî jå m ≤ m
4
+ 39

40
< m+ 1 , ñëåäè m ∈ (− 1

30
, 13
10
]. Êîíà÷íî, x ∈ { 7

15
, 4
5
}.

3. Ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

x+ [y] + {z} = 1, 1,

y + [z] + {x} = 2, 2,

z + [x] + {y} = 3, 3.

Ïðèìåòèìî äà jå x+ y+ z = 3, 3 = z+[x]+ {y} x = [x]− [y] ∈ Z. Ëàêî
ñå äîáèjà x = 1, y = 0, 2, z = 2, 1.
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4. Ðåøèòè ñèñòåì jåäíà÷èíà:

x− y = 2001,

[x] + [y] = 2003.

Ïðèìåòèìî äà jå {x}−{y} ∈ Z, îäàêëå ñå ñìåíîì ó ïðâó jåäíà÷èíó äîáèjà
x = 2001 + y. Êîíà÷íî, [x] = 2002, [y] = 2 è R = {(2002 + w, 1 + w) : w ∈
[0, 1)}.

2 ÷àñ

Ïðèíöèï ìàòåìàòè÷êå èíäóêöèjå ñå ìîæå çàïèñàòè: P (1) ∧ (∀n ∈

N)(P (n) =⇒ P (n+ 1)) =⇒ (∀n ∈ N)P (n).

1. Íà£è öåî äåî áðîjà an =
3

√
24 +

3
√

24 + . . . 3
√
24. Ïðèìåòèìî äà jå

2 ≤ 3
√
24 < 3. Äîêàç èíäóêöèjîì. 2. Äîêàçàòè äà jå 13+23+33+ · · ·+n3 =

n2(n+1)2

4
. Ïîñìàòðà»åì ìîíè÷íîã ïîëèíîìà 4. ñòåïåíà èëè èíäóêöèjîì.

3. Äîêàçàòè Áåðíóëèjåâó íåjåäíàêîñò: (1 + x)n ≥ 1 + nx, x > −1, n ∈ N.

Èíäóêöèjîì.

4. Äîêàçàòè áèíîìíó ôîðìóëó: (a+ b)n =
∑n

k=0

(
n
k

)
akbn−k.

Èíäóêöèjîì.

3 ÷àñ

1. Îäðåäèòè áðîj áèíàðíèõ ðåëàöèjà íà n-åëåìåíòíîì ñêóïó.

2n
2

2. Îäðåäèòè áðîj ðåôëåêñèâíèõ ðåëàöèjà íà n-åëåìåíòíîì ñêóïó (è
áðîj ðåëàöèjà êîjå íèñó ðåôëåêñèâíå).

2n
2−n (2n

2 − 2n
2−n)
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3. Îäðåäèòè áðîj ñèìåòðè÷íèõ ðåëàöèjà íà n-åëåìåíòíîì ñêóïó (è
áðîj ðåëàöèjà êîjå íèñó ñèìåòðè÷íå).

2
n(n−1)

2 (2n
2 − 2

n(n−1)
2 )

4. Îäðåäèòè áðîj àíòèñèìåòðè÷íèõ ðåëàöèjà íà n-åëåìåíòíîì ñêóïó.

2n3
n2−n

2

5. Îäðåäèòè áðîj åëåìåíàòà ïàðòèòèâíîã ñêóïà n-åëåìåíòíîã ñêóïà.

2n

4 4

. Äîêàçàòè äà jå ïðåñëèêàâà»å f : N→ R f(n) = {αn} èíjåêòèâíî çà
ñâàêî α ∈ R \Q.

5. Íåêà jå ãðàôèê ôóíêöèjå f : R→ R ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà ïðàâå
x = a, x = b, a 6= b. Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f ïåðèîäè÷íà.

5 ÷àñ

1. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y =
3
√
3x2 − x.

2. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y =
√

x2−4
x2−9 .

3. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y = x2−2x−8
x−1 .

4. Ôóíêöèjà f : R→ R äàòà jå ñà

f(x) =


x, x < −1,
−x− 2, −1 ≤ x < 0,

2x− 2, 0 ≤ x < 1,

2x− 4, x ≥ 1.

Íàöðòàòè ãðàôèêå ôóíêöèjà g : R → R è h : R → R çàäàòå ñà g(x) =
|f(|x− 2|)|+ 1 è h(x) = |f(|x| − 2)|+ 1.
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6 ÷àñ

1. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y = x4−4x2.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4

1

2

3

4

5

−1

−2

−3

−4

x

y

D = R. Ôóíêöèjà jå ïàðíà. Ïðåñåöè ñà x-îñîì ñó (0, 0), (−2, 0), (2, 0).
Ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíà íà (−∞,−2) ∪ (2,∞), à íåãàòèâíà íà (−2, 2).
Èñïèòèâà»åì ïðâîã èçâîäà ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà ðàñòó£à íà (−

√
2, 0)∪

(
√
2,∞), à îïàäàjó£à íà (−∞,−

√
2)∪(0,

√
2). Èñïèòèâà»åì äðóãîã èçâîäà

ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà êîíâåêñíà íà (−∞,−
√

2
3
)∪ (

√
2
3
,∞), à êîíêàâíà

íà (−
√

2
3
,
√

2
3
), ïà ñó ïðåâîjíå òà÷êå−

√
2
3
è
√

2
3
. Ôóíêöèjà íåìà àñèìïòîòà.
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2. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y = x−4
x2−4x+3

.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4
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D = R \ {1, 3}. Ôóíêöèjà íèjå íè ïàðíà íè íåïàðíà. Ïðåñåê ñà x-îñîì jå
(4, 0). Ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíà íà (1, 3), à íåãàòèâíà íà (−∞, 1) ∪ (3,∞).
Ôóíêöèjà èìà 2 âåðòèêàëíå àñèìïòîòå è 1 õîðèçîíòaëíó.
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3. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y =
[

3−x
x2+1

]
.

0 1 2 3 4 5−1−2−3−4
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D = R. Íà ïîìî£íó ôóíêöèjó y = 3−x
x2+1

, ÷èjè ãðàôèê ñå ëàêî öðòà,
ïðèìåíèòè ôóíêöèjó öåî äåî.
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4. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y = x
x−2 arctan

x
x−1 .
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D = R \ {1, 2}. Ôóíêöèjà íèjå íè ïàðíà íè íåïàðíà. Ïðåñåöè ñà x-îñîì
ñó (0, 0), (1, 0). Ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíà íà (−∞,−2)∪ (2,∞), à íåãàòèâíà
íà (−2, 2). Èñïèòèâà»åì ïðâîã èçâîäà ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà ðàñòó£à
íà

, j

. Èñïèòèâà»åì äðóãîã èçâîäà ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà êîíâåêñíà íà

, , j
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.

5. Íàöðòàòè ãðàôèê ôóíêöèjå y =
x cos 1

x

x−2 .
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D = R \ {0, 2}. Ôóíêöèjà íèjå íè ïàðíà íè íåïàðíà. Ïðåñåöè ñà x-îñîì
ñó (0, 0), (−2, 0), (2, 0). Ôóíêöèjà jå ïîçèòèâíà íà (−∞,−2) ∪ (2,∞), à
íåãàòèâíà íà (−2, 2). Èñïèòèâà»åì ïðâîã èçâîäà ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà
ðàñòó£à íà

, j

. Èñïèòèâà»åì äðóãîã èçâîäà ñå äîáèjà äà jå ôóíêöèjà êîíâåêñíà íà

, , j

.

7 ÷àñ

1. Íà£è ñóïðåìóìå è èíôèìóìå ñëåäå£èõ ñêóïîâà:

X = { 1
n
: n ∈ N},

Y = { (−1)
n(n−1)
n

: n ∈ N},
Z = { (3+(−1)n)

2n+1
: n ∈ N}.
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2. Äîêàçàòè Êîøè-Øâàðöîâó íåjåäíàêîñò (
∑n

i=1 aibi)
2 ≤

∑n
i=1 a

2
i

∑n
i=1 b

2
i ,

çà ai, bi ∈ R.

Ïîñìàòðà»åì äèñêðèìèíàíòå jåäíà÷èíå (At+B)2 çà îäãîâàðàjó£å A,
B.

3. Äîêàçàòè äà íèçîâè (−1)n, sinn äèâåðãèðàjó.

4. Íà£è limn→∞
∑n

k=1
1√

n2+k
.

Ïðèìåíîì òåîðåìå î òðè íèçà.

5. Íåêà jå a > 0, x1 > 0 xn+1 = 1
2
(xn + a

xn
), n ∈ N. Äîêàçàòè äà íèç

êîíâåðãèðà è íà£è ìó ãðàíè÷íó âðåäíîñò.

Äîêàçàòè äà jå íèç ìîíîòîí è îãðàíè÷åí, ïà êîíâåðãèðà.

6. Íåêà jå c > 0, x1 =
√
c, xn+1 =

√
c+ xn, n ∈ N. Äîêàçàòè äà íèç

êîíâåðãèðà è íà£è ìó ãðàíè÷íó âðåäíîñò.

Äîêàçàòè äà jå íèç ìîíîòîí è îãðàíè÷åí, ïà êîíâåðãèðà.

8 ÷àñ

1. Íåêà jå a21 > a22 + · · · + a2n èëè b21 > b22 + · · · + b2n. Äîêàçàòè äà òàäà
âàæè (a1b1 − a2b2 − · · · − anbn)2 ≥ (a21 − a22 − · · · − a2n)(b21 − b22 − · · · − b2n).

Ïîñìàòðà»åì äèñêðèìèíàíòå îäãîâàðàjó£å êâàäðàòíå jåäíà÷èíå.

2. Íà£è ãðàíè÷íó âðåäíîñò íèçà (an)n≥2 äåôèíèñàíîã ñà an = n+1
√

(n+ 1)!−
n
√
n!.

3. Íèç ðåàëíèõ áðîjåâà çàäîâî§àâà lim
n→∞

x2n+x2n+1 = 315 è lim
n→∞

x2n+

x2n−1 = 2003. Èçðà÷óíàòè lim
n→∞

x2n

x2n+1
.

4. Àêî çà íèç ðåàëíèõ áðîjåâà (an)n≥1 âàæè lim
n→∞

(an+1 − an
2
) = 0,

äîêàçàòè äà jå lim
n→∞

an = 0.
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9 ÷àñ

1. Îäðåäèòè êîíñòàíòå a, b è c òàêî äà âàæè x3+4x
x2+2x

= a+bx+cx2+o(x2)
çà x→ 0.

a = 1, b = −1, c = 1.

2. Îäðåäèòè êîíñòàíòå a, b è c òàêî äà âàæè 3
√
x3 + x = ax+b+ c

x
+o( 1

x
)

çà x→ −∞.

a = 1, b = 0, c = 1
3
.

3. Îäðåäèòè êîíñòàíòå a è b òàêî äà âàæè
√
ex + x = a+ bx+ o(x) çà

x→ 0.

a = 1, b = 1.

4. Íà£è lim
x→0

(1+x)x−cosx
x2 .

Äîáèjà ñå 3
2
êàî ðåçóëòàò.

5. Íà£è lim
x→0

ecos x−e
√

1−x2

x4 .

Äîáèjà ñå e
6
êàî ðåçóëòàò.
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