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1 Matematika 3

1.1 Obnavǉaǌe

1. Dokazati lim
nÑ8

n
1
n “ 1.

Rexeǌe. Primetimo da je n
?
n ě 1 za n ě 1. Na osnovu AG nejednakosti je

1 ď n
?
n “

n

b

1 ¨ 1 ¨ ¨ ¨
?
n

?
n ď

1 ` 1 ` ¨ ¨ ¨
?
n `

?
n

n
“

2
?
n

`
n ´ 2

n
Ñ 0 ` 1 “ 1, n Ñ 8.

2. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

1?
n2`k

.

Rexeǌe. Primetimo da je najve�i sabirak posmatrane sume prvi, a najmaǌi posledǌi sa-

birak. Primenom teoreme o tri limesa na n?
n2`n

ď
n
ř

k“1

1?
n2`k

ď n?
n2`1

, nalazi se da je

limes jednak 1.

3. Na�i lim
nÑ8

n

d

n
ř

k“1

k10.

Rexeǌe. U posmatranoj sumi najve�i je posledǌi, a najmaǌi prvi sabirak. Dakle,

n
?
n “

n
?
n ¨ 110 ď n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 ď
n
?
n ¨ n10 “

n
?
n11.

Primenom teoreme o tri limesa kao u prethodnom zadatku, zakǉuqujemo da je

lim
nÑ8

n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 “ 1.
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4. Dokazati lim
nÑ8

n

d

k
ř

i“1

ani “ max ta1, a2, . . . aku

Rexeǌe. Kako je ai ď max ta1, a2, . . . aku za i “ 1, . . . k, a maksimum konaqnog skupa se
dosti�e, to je

max ta1, a2, . . . aku ď
n

g

f

f

e

k
ÿ

i“1

ani ď k
1
n max ta1, a2, . . . aku.

Zakǉuqak sledi primenom teoreme o 3 limesa.

5. Na�i lim
nÑ8

n
?
an ` nb, gde su a ą 0, b P R.

Rexeǌe. Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1) a ą 1:

n
a

an ` nb “ a
n

c

1 `
nb

an
Ñ a, n Ñ 8.

2) 0 ă a ă 1:

n
?
an ` bn “ n

?
n
b n

c

an

nb
` 1 Ñ 1, n Ñ 8.

3) a “ 1:

n
a

1 ` nb Ñ 1, n Ñ 8.

6. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

p1 ´ 1
k2

q.

Rexeǌe. Kako je

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n
ś

k“2

pk ´ 1q
n

ś

k“2

pk ` 1q

n
ś

k“2

k2

,

pomeraǌem indeksa u proizvodima u brojiocu, dobija se

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n´1
ś

k“1

k
n`1
ś

k“3

k

n
ś

k“2

k2

,
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i skra�ivaǌem odgovaraju�ih razlomaka,

n
ź

k“2

p1 ´
1

k2
q “

n ´ 1

2n
,

odakle puxtaǌem limesa imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“1

p1 ´
1

k2
q “

1

2
.

7. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

p1 ´ 1
kpk`1q

2

q.

Rexeǌe. Kako je
n

ź

k“2

p1 ´
1

kpk`1q

2

q “

n
ź

k“2

pk ` 2qpk ´ 1q

kpk ` 1q
,

pomeraǌem indeksa i skra�ivaǌem razlomaka se dobija

lim
nÑ8

n
ź

k“2

p1 ´
1

kpk`1q

2

q “ lim
nÑ8

n ` 2

3n
“

1

3
.

8. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“2

k3´1
k3`1

.

Rexeǌe.

lim
nÑ8

n
ź

k“2

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

n
ź

k“2

pk ´ 1qpk2 ` k ` 1q

pk ` 1qpk2 ´ k ` 1q
,

a va�i identitet k2 ´k`1 “ pk´1q2 `pk´1q`1, to nakon pomeraǌa indeksa u proizvodu
i kancelacije, imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“2

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

2

3

n2 ` n ` 1

n2 ` n
“

2

3
.

Teorema (Xtolc). Neka je:

1) pynqnPN strogo rastu�i niz,

2) lim
nÑ8

yn “ `8

3) postoji lim
nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
.
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Tada je lim
nÑ8

xn

yn
“ lim

nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
.

9. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

k?k

n
.

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

k
?
k i yn “ n. Kako je yn “ n strogo rastu�i niz, lim

nÑ8
yn “ 8, a

lim
nÑ8

xn`1´xn

yn`1´yn
“ lim

nÑ8

n`1
ř

k“1

k?k´
n
ř

k“1

k?k

n`1´n
“ lim

nÑ8

n`1
?
n ` 1 “ 1, to je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k
?
k

n
“ 1.

10. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
k4

n5 .

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

k4, a yn “ n5 je strogo rastu�i niz takav da lim
nÑ8

yn “ 8, pri

qemu je i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1q4

pn`1q5´n5 “ 1
5
. Primenom Xtolcove teoreme, zakǉuqujemo

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k4

n5
“

1

5
.

11. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1
kp

np`1 , p P N.

Rexeǌe. Ovde je xn “
n
ř

k“1

kp, a yn “ np`1 je strogo rastu�i niz takav da lim
nÑ8

yn “ 8.

Dodatno, primenom binomne formule lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1qp

pn`1qp`1´np`1 “ 1
p`1

. Zadovoǉeni

su svi uslovi za primenu Xtolcove teoreme i konaqno

lim
nÑ8

n
ř

k“1

kp

np`1
“

1

p ` 1
.
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1.2 Linearne homogene diferencne jednaqine sa korakom 2
i 3

Neka je x1, x2 dato i
xn`2 “ axn`1 ` bxn, a, b P R.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x2
´ ax ´ b “ 0.

Neka su λ1, λ2 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2λ

n
2 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

Ako je λ1 “ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2nλ

n
1 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

12. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 5xn`1 ´ 6xn,

ako je x1 “ 5 i x2 “ 13.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 5x ` 6 “ 0 su λ1 “ 2, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C12

n `C23
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2n ` 3n.

13. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 2xn`1 ` 3xn,

ako je x0 “ 3 i x1 “ 1.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 2x ´ 3 “ 0 su λ1 “ ´1, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C1p´1qn ` C23

n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih
uslova, C1 “ 1, C2 “ 2. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2p´1qn ` 2n.

14. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 4xn`1 ´ 4xn,

ako je x1 “ 4 i x2 “ 12.
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Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 4x ` 4 “ 0 su λ1 “ 2 “ λ2, pa je opxte
rexeǌe oblika xn “ C12

n ` C2n2
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2np1 ` nq.

Neka su x1, x2, x3 dati i

xn`3 “ αxn`2 ` βxn`1 ` γxn.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x3
“ αx2

` βx ` γ.

Neka su λ1, λ2, λ3 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2 ‰ λ3 ‰ λ1, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2λ

n
2 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 ‰ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 “ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3n

2λn
1 .

15. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`3 “ ´xn`2 ` 17xn`1 ´ 15xn,

ako je x0 “ 1, x1 “ 3, x2 “ 9.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x3 ` x2 ´ 17x ` 15 “ 0 su x1 “ 1, x2 “ 3,
x3 “ ´5. Opxte rexeǌe je oblika C1 ` C23

n ` C3p´5qn. Iz poqetnih uslova se odre�uju
konstante C1 “ 0, C2 “ 1, C3 “ 0 kao rexeǌa odgovarajueg sistema (3 jednaqine sa 3
nepoznate). Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 3n.

16. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 4yn,

ako je x0 “ 2, y0 “ 1.

Rexeǌe. Iz prve jednaqine je yn “ 2xn ´ xn`1, odnosno yn`1 “ 2xn`1 ´ xn`2. Smenom u
drugu jednaqinu, dobija se xn`2 ´ 6xn`1 ` 9xn “ 0, odakle sledi xn “ C13

n ` C2n3
n. Iz

poqetnih uslova se odre�uju C1, C2, odnosno xn “ 3np2 ´ nq,a dobija se i yn “ 3npn ` 1q.
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17. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ` 3yn,

yn`1 “ xn ` 2yn,

ako je x1 “ 2, y1 “ 1.

Rexeǌe. Rexavaǌem sistema se dobija karakteristiqna jednaqina za xn: x
2 ´ 4x ` 1 “ 0,

qiji su koreni 2˘
?
3. Lako se nalazi xn “

p2´
?
3qn`p2`

?
3qn

2
, yn “

?
2
6

pp2`
?
3qn´p2´

?
3qnq.

18. Neka je

an`1 “
pan ` q

ran ` s
, p, q, r, s P R,

xn`1 “ pxn ` qyn,

yn`1 “ rxn ` syn,

pri qemu je x1 “ a1 “ a, y1 “ 1. Dokazati da je

an “
xn

yn
,

ako je yn ‰ 0 za sve n P N.

Rexeǌe. Lako se proverava indukcijom.

19. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
1 ´ 4an
1 ´ 6an

,

ako je a1 “ 1.

Rexeǌe. Koristi se prethodni zadatak. Treba rexiti sistem diferencnih jednaqina,

xn`1 “ 4xn ´ yn,

yn`1 “ 6xn ´ yn.

Dobija se xn`2 ´ 3xn`1 ` 2xn “ 0, odakle se nalazi xn “ C1 ` C22
n, a uvrxtavaǌem

poqetnih uslova, xn “ 2n ´ 1, yn “ 2n`1 ´ 3. Ovde je an “ xn

yn
.
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20. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
an ´ 1

an ` 3
,

ako je a0 “ 1.

Rexeǌe. Treba rexiti sistem
xn`1 “ xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 3yn,

uz poqetne uslove x0 “ 1, y0 “ 1. Lako se nalazi xn “ 2np1 ´ nq, yn “ 2np1 ` nq i
an “ 1´n

1`n
.

1.3 Brojni redovi

8
ř

n“0

an je beskonaqni red sa opxtim qlanom an, a Sn “
n
ř

k“0

ak je n-ta parcijalna suma

reda. Red konvergira ako konvergira niz ǌegovih parcijalnih suma. Neophodan uslov za

konvergenciju reda
8
ř

n“0

an je da je lim
nÑ8

an “ 0.

Teorema (I poredbeni kriterijum). Neka su
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

bn pozitivni redovi. Ako poqev

od nekog indeksa va�i an ď bn, tada iz konvergencije reda
8
ř

n“1

bn sledi konvergencija reda

8
ř

n“1

an, a iz divergencije reda
ř

n“1

an sledi divergencija reda
8
ř

n“1

bn.

Teorema (II poredbeni kriterijum). Neka su
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

bn pozitivni redovi. Ako je

lim
nÑ8

an
bn

“ C P p0,8q, tada su ovi redovi ekvikonvergentni.

21. a0 P r0, 1s i an`1 “ cosan, n ě 0. Da li red
8
ř

n“0

an konvergira?

Rexeǌe. Primetimo da je an P rcosp1q, 1s za n ě 1. Prema tome, opxti qlan reda ne
zadovoǉava neophodan uslov konvergencije (nije lim

nÑ8
an “ 0), pa red divergira.
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22. Harmonijski red
8
ř

n“1

1
n

divergira.

Rexeǌe. Niz parcijalnih suma posmatranog reda nije Koxijev, pa ne konvergira: Neka je

ε ă 1
2
i m “ 2n, tada |Sm ´ Sn| “

2n
ř

k“n`1

1
k

ą
2n
ř

k“n`1

1
2n

“ 1
2

ą ε.

23. Sumirati red
8
ř

n“2

1
pn´1qn

.

Rexeǌe. Za sumu reda je potrebno odrediti limes niza parcijalnih suma. Primetimo,
8
ř

n“2

1
pn´1qn

“ lim
nÑ8

n
ř

k“2

1
pk´1qk

“ lim
nÑ8

r
n
ř

k“2

1
pk´1q

´
n
ř

k“2

1
k
s, odakle pomeraǌem indeksa i ponix-

tavaǌem istih sabiraka nalazimo
8
ř

n“2

1
pn´1qn

“ lim
nÑ8

r1 ´ 1
n

s “ 1.

24. Ispitati konvergenciju redova
8
ř

n“1

1?
npn`1q

,
8
ř

n“1

cosxn

n2

Rexeǌe. Prvi red je ekvikonvergentan harmonijskom redu po poredbenom kriterijumu, pa
divergira. Tako�e, divergencija se mo�e zakǉuqiti i Koxijevim kriterijumom (niz parci-
jalnih suma nije Koxijev, pa divergira).
Drugi red konvergira po Koxijevom kriterijumu.

25. Dokazati da geometrijski red
8
ř

n“0

qn, |q| ă 1 konvergira i sumirati ga.

Rexeǌe. Izraqunajmo najpre n-tu parcijalnu sumu reda. Mno�eǌem Sn “
n
ř

k“1

qk sa q i

oduzimaǌem qSn od Sn, ponixtavaju se svi qlanovi u sumi, izuzev prvog i posledǌeg, xto

daje rezultat Sn “
1´qn`1

1´q
. Suma reda je limes niza parcijalnih suma: S “ lim

nÑ8
Sn “ 1

1´q
.

26. Neka je niz xn zadat sa
6xn`2 “ 5xn`1 ´ xn

x1 “ 1, x2 “ 2.

Sumirati red
8
ÿ

n“1

p´1q
nxn.
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Rexeǌe. Lako se proverava da je xn “ 20p1
2
qn ´ 27p1

3
qn. Stoga, posmatrani red mo�emo

videti kao linearnu kombinaciju dva konvergentna geometrijska reda (za q “ ´1
2

i q “

´1
3
), qije sume lako mo�emo lako izraqunati ako iskoristimo prethodni zadatak (napomena:

potrebna je mala modifikacija jer suma kre�e od n “ 1;
8
ř

n“1

qn “
q

1´q
, za |q| ă 1). Konaqno,

tra�ena suma reda je 1
12
.

27. Neka je niz xn zadat sa
4xn`2 “ 4xn`1 ´ xn,

x1 “ x2 “
1

2
.

Ispitati konvergenciju reda
8
ÿ

n“1

xn

n

i sumirati ga ako konvergira.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe diferencne jednaqine je xn “ C1p
1
2
qn ` C2np1

2
qn, pri qemu se

konstante C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova. Me�utim, ve� odavde je jasno da je xn

n
P

Op 1
2n

q kad n Ñ 8, pa zakǉuqujemo na osnovu poredbenog kriterijuma da posmatrani red

konvergira. Dodatnim izraqunavaǌem nalazimo C1 “ 0, C2 “ 1, pa je
8
ř

n“1

xn

n
“

8
ř

n“1

1
2n

“ 1.

28. Sumirati red
8
ř

n“1

nqn, za |q| ă 1.

Rexeǌe. Izraqunajmo najpre n-tu parcijalnu sumu reda. Mno�eǌem Sn “
n
ř

k“1

kqk sa q

i oduzimaǌem qSn od Sn, ponixtavaju se odre�eni qlanovi u sumi i kao rezultat imamo

Sn “ p
n
ř

k“1

qkq ´ nqn`1 “
qp1´qnq

p1´qq2
´

nqn`1

1´q
. Suma reda je limes niza parcijalnih suma: S “

lim
nÑ8

Sn “
q

p1´qq2
.

29. Sumirati red
8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
ns.
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Rexeǌe.
8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´ 2

?
n ` 1 `

?
ns “

8
ř

n“1

r
?
n ` 2 ´

?
n ` 1 ´ p

?
n ` 1 ´

?
nqs “

8
ř

n“1

pxn`1 ´ xnq. Suma reda je limes niza parcijalnih teleskopskih suma i jednaka je: S “

lim
nÑ8

pxn`1 ´ x1q “ 1 ´
?
2.

30. Sumirati red
8
ř

n“0

cos 2nπ
3

2n
.

Rexeǌe. Posmatrajmo sume S1 “
8
ř

n“1

cos 2nπ
3

2n
i S2 “

8
ř

n“1

sin 2nπ
3

2n
: S1 ` iS2 “

8
ř

n“1

cisp 2nπ
3

q

2n
“

8
ř

n“1

p e
2πi
3

2
qn “ e

2πi
3

1´ e
2πi
3
2

“ 5
7

` i
?
3
7
.

31. Na�i vrednost beskonaqnog proizvoda
8
ś

n“2

p1 ´ 1
n2 q.

Rexeǌe. Kako je po definiciji
8
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

nÑ8

n
ś

k“2

p1´ 1
k2

q, to na osnovu zadatka sa qasa

u prvoj nedeǉi nastave znamo da je tra�ena vrednost zapravo 1
2
. Ponovimo ipak taj raqun,

ranije izveden:
8
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

kÑ8

k
ś

n“2

p1´ 1
n2 q “ lim

kÑ8

k
ś

n“2

pn´1qpn`1q

n2 “ lim
kÑ8

1¨3
2¨2

¨ 2¨4
3¨3

¨ 3¨5
4¨4

¨ ¨ ¨ ¨ ¨

pk´2q¨k
pk´1q¨pk´1q

¨
pk´1qpk`1q

k¨k
“ lim

kÑ8

1
2
p1 ` 1

k
q “ 1

2
.

32. Na�i vrednost beskonaqnog proizvoda
8
ś

n“2

n3´1
n3`1

.

Rexeǌe. Kako je po definiciji
8
ś

n“2

n3`1
n3´1

“ lim
nÑ8

n
ś

k“2

pk`1qpk2´k`1q

pk´1qpk2`k`1q
, dovoǉno je rezultat sa qa-

sa odr�anog prve nedeǉe interpretirati u terminima beskonaqnih proizvoda i do�i do za-

kǉuqka da je tra�ena vrednost 2
3
. Raqun se mo�e proveriti i slede�im naqinom:

8
ś

n“2

n3`1
n3´1

“

8
ś

n“2

pn`1qpn`ωqpn`ω2q

pn´1qpn´ωqpn´ω2q
“

8
ś

n“2

pn`1qpn´1´ωqpn´1´ω2q

pn´1qpn´ωqpn´ω2q
“ lim

nÑ8

npn`1qp1´ωqp1´ω2q

1¨2pn´ωqpn´ω2q
“ lim

nÑ8

3p1` 1
n

q

2p1´ω
n

qp1´ω2

n
q

“

3
2
.
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33. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

n

n4 ` n2 ` 1

Rexeǌe. Neka je an “ n
n4`n2`1

. Oqigledno, neophodan uslov konvergencije reda je zadovo-
ǉen, lim

nÑ8
an “ 0. Red konvergira po poredbenom kriterijumu, pore�eǌem sa konvergentnim

redom
ÿ

nÑ8

1

n3
. Razlagaǌem polinoma n4`n2`1 se dobija da je an “ 1

2pn2´n`1q
´ 1

2pn2`n`1q
“

1
2
pbn ´ bn`1q, za bn “ 1

n2´n`1
, to je S “ lim

nÑ8
SN “ lim

nÑ8
pb1 ´ bN`1q “ 1

2
.

34. Sumirati red
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
.

Rexeǌe. Najpre, ovo je red sa pozitivnim qlanovima i on je ekvikonvergentan sa redom
`8
ÿ

n“1

2

n2
. Ovo va�i jer je arctg „ x, x Ñ 0. Uvedimo oznaku an “ arctg n, n P N0. Primetimo

da va�i

tgpan`1´an´1q “
tg an`1 ´ tg an´1

1 ` tg an`1 ¨ tg an´1

“
2

n2
ùñ

“ an`1 ´ an´1
hkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkj

arctg ptgpan`1 ´ an´1qq “ arctg
2

n2
, @n P N.

Dakle, imamo da je
`8
ÿ

n“1

arctg
2

n2
“

`8
ÿ

n“1

pan`1 ´ an´1q.

Neka je m P N proizvoǉno. Tada je

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “ am`1`am´1´a1´a0 ùñ lim
mÑ`8

m
ÿ

n“1

pan`1´an´1q “
π

2
`
π

2
´
π

4
´0 “

3π

4
.

Teorema (Koxijev stav). Neka je an opadaju�i niz pozitivnih qlanova. Tada su redovi
8
ř

n“1

an i
8
ř

n“1

2na2n ekvikonvergentni.

35. Red
8
ř

n“1

1
nα konvergira za α ą 1.

Rexeǌe. Primenom Koxijevog stava nalazimo da je posmatrani red ekvikonvergentan geo-

metrijskom redu
8
ř

n“1

p 1
2α´1 qn koji konvergira za α ą 1.
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36. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

an ako je

• an “
?
n ` 1 ´

?
n,

• an “
?
n`1´

?
n

n
.

Rexeǌe. Kako je an “ 1?
n`1`

?
n

„ 1
2

?
n
, n Ñ 8, to prvi red divergira (1

2
ă 1), a drugi

red, qiji opxti qlan je „ 1

2n
3
2
, n Ñ 8, konvergira jer je 3

2
ą 1.

Teorema (Dalamberov test). Neka za qlanove pozitivnog reda
8
ř

n“0

an postoji l “ lim
nÑ8

an`1

an
.

Za l ă 1 red konvergra, a za l ą 1 divergira.

37. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

pn!q2

p2nq!
.

Rexeǌe. Konvergira po Dalamberu: l “ lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

pn`1q!2

p2pn`1qq!

n!2

p2nq!

“ lim
nÑ8

pn`1q2

p2n`2qp2n`1q
“ 1

4
.

38. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

1000n

n!
.

Rexeǌe. Konvergira po Dalamberu: lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

1000n`1

pn`1q!
1000n

n!

“ lim
nÑ8

1000
n`1

“ 0 ă 1.

39. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

3nn!
nn .

Rexeǌe. Divergira po Dalamberu: lim
nÑ8

an`1

an
“ lim

nÑ8

3n`1pn`1q!

pn`1qn`1

3nn!
nn

“ lim
nÑ8

3
p1` 1

n
qn

“ 3
e

ą 1.

Teorema (Koxijev test). Neka za qlanove pozitivnog reda
8
ř

n“0

an postoji lim
nÑ8

n
?
an “ l.

Za l ă 1 red konvergira, a za l ą 1 divergira.
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40. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

pn´1
n`1

qnpn´1q.

Rexeǌe. Kako je lim
nÑ8

n
?
an “ lim

nÑ8
pn´1
n`1

qpn´1q “ lim
nÑ8

p1 ´ 2
n`1

q
p

´pn`1q

2
qp n´1

´2pn`1q
q

“ e´ 1
2 ă 1,

red konvergira po Koxiju.

41. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

n5

2n`3n
.

Rexeǌe. Konvergira po Koxiju: lim
nÑ8

n
?
an “ lim

nÑ8

n

b

n5

2n`3n
“ lim

nÑ8

1
3

n

b

n5

1`p 2
3

qn
“ 1

3
ă 1.

42. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

an ako je

• an “ en`n5

3n`ln pn10`1q
sin p 1

n
q,

• an “ arctann
na , za a ě 1.

Rexeǌe. Kako je an „ 1
n

p e
3
qn, n Ñ 8, to prvi red konvergira, a drugi red, qiji opxti

qlan je zapravo jednak
π
2

´arctg p 1
n

q

n2 , konvergira za a ą 1 kao suma dva konvergentna reda, a
divergira za a “ 1 kao suma konvergentnog i divergentnog reda.

43. Qlanovi niza panq zadovoǉavaju rekurentnu formulu

an “ 4an´1 ´ an´2, za n ě 3.

Dokazati da je
8
ÿ

n“1

arcctg
a2n
2

“
π

12
,

ako je a1 “ 2, a2 “ 8.

Rexeǌe. Rexeǌe posmatrane rekurentne jednaqine je

an “
1

?
3

pan ´
1

an
q, za a “ 2 `

?
3.

Lako se proveri da onda va�i identitet

a2n`1 ` a2n
1 ` anan`1

“ 4,

14



xto je sa druge strane jednako an`2`an
an`1

, odakle se dobija relacija

an`2 “
a2n`1 ´ an
1 ` anan`1

.

Indukcijom (uz kori71eǌe dobijene relacije) se pokazuje da je

n
ÿ

k“1

cot´1 a2k “ cot´1 an`1

an
“ cot´1 a “

π

12
.

44. Na�i sumu reda
8
ř

n“1

1
npn`1q

p1 ` 1
2

` ¨ ¨ ¨ ` 1
2n´1

q.

Rexeǌe.

S “

8
ÿ

n“1

1

npn ` 1q
` p

1

2
`

1

3
q

8
ÿ

n“2

1

npn ` 1q
` p

1

4
`

1

5
q

8
ÿ

n“3

1

npn ` 1q
` . . .

Kako je
8
ÿ

n“k

1

npn ` 1q
“

1

k
,

to je

S “ 1`

8
ÿ

n“2

1
2pn´1q

` 1
2n´1

n
“ 1`

1

2

8
ÿ

n“2

1

npn ´ 1q
`2

8
ÿ

n“2

p
1

2n ´ 1
´

1

2n
q “

1

2
`2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
“

1

2
`2 ln 2.

45. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

pn sin 1
n

qn
3
.

Rexeǌe. Predstavǉaǌem opxteg qlana reda u eksponencijalnom obliku, kad n Ñ 8, je

an “ en
3 ln pn sin 1

n
q “ en

3 ln pnp 1
n

´ 1
6n3 `op 1

n3 qqq
“ en

3 ln p1´ 1
6n2 `op 1

n2 qq
“ en

3p´ 1
6n2 `op 1

n2 qq
“ e´n

6 .

Kako geometrijski red
8
ř

n“1

e´n
6 konvergira, to konvergira i polazni red.

Teorema (Koxijev integralni kriterijum). Neka je fpxq neprekidna, nenegativna i opada-

ju�a realna funkcija za x ě 1 i an “ fpnq. Tada red
8
ř

n“1

an konvergira akko konvergira

nesvojstveni integral
8
ş

1

fpxqdx.
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46. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

pn
1

n2`1 ´ 1q.

Rexeǌe. an “ n
1

n2`1 ´ 1 “ e
lnn
n2`1 ´ 1 “ 1 ` lnn

n2`1
` op lnn

n2`1
q ´ 1 “ lnn

n2`1
p1 ` op1qq, n Ñ 8.

Dakle, an „ lnn
n2 , n Ñ 8. Red

8
ř

n“1

lnn
n2 konvergira na osnovu integralnog kriterijuma:

8
ş

1

lnx
x2 dx “ ´ lnx

x
|8
1 `

8
ş

1

1
x2dx “ ´ 1

x
|8
1 “ 1, pa i polazni red konvergira.

47. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

ln pn`1q

nα u zavisnosti od parametra α P R.

Rexeǌe. Red oqigledno divergira za α ď 0. Neka je zato α ą 0. Dati red je ekvikon-

vergentan redu
8
ř

n“1

lnn
n

, koji je prema Koxijevom integralnom kriterijumu ekvikonvergentan

sa nesvojstvenim integralom
8
ş

1

lnx
xα dx. Za α “ 1, primenom parcijalne integracije se do-

bija da integral divergira. Za α ă 1 integral divergira po poredbenom kriterijumu.

Neka je α ą 1. Tada imamo
8
ş

1

lnx
xα dx “ lim

bÑ8

şb

1
lnx
xα “ lim

bÑ8
p lnx

p1´αqxα´1 |b1 ´ 1
1´α

şb

1
1
xαdxq “

lim
bÑ8

p ln b
p1´αqbα´1 ´ 1

p1´αqbα´1 ` 1
1´α

q “ 1
1´α

. Dakle, polazni red konvergira za α ą 1, a diver-

gira za α ď 1.

48. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“3

1
n lnnpln lnnqα

.

Rexeǌe. Polazni red je ekvikonvergentan sa integralom
8
ş

3

dx
x lnxpln ln pxqqα

, koji je, nakon smene

t “ ln plnxq, jednak sa
8
ş

lnpln 3q

dt
tα
. Ovaj integral konvergira za α ą 1, a divergira za α ď 1,

pa po Koxijevom integralno kriterijumu isto va�i i za posmatrani red.

Teorema (Rabeov test). Neka za red sa pozitivnim qlanovima va�i lim
nÑ8

np an
an`1

´ 1q “ l.

Za l ą 1 red konvergira, a za l ă 1 red divergira.
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49. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

n!en

nn`p .

Rexeǌe. Kako je an
an`1

“ e´1epn`pq ln p1` 1
n

q “ e´1epn`pqp 1
n

´ 1
2n2 `op 1

n
qq

“ 1 `
p´ 1

2

n
` op 1

n
q, kad

n Ñ 8, to red konvergira po Rabeu za p ą 3
2
.

50. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

ppp`1q¨¨¨pp`n´1q

n!
1
nq .

Rexeǌe. an
an`1

“ p1`
p
n

q´1p1` 1
n

qq`1 “ p1´
p
n

` op 1
n

qqp1`
q`1
n

` op 1
n

qq “ 1`
q`1´p

n
` op 1

n
q,

kad n Ñ 8, pa red konvergira po Rabeu za q ą p.

51. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

r
1¨3¨¨¨p2n´1q

2¨4¨¨¨p2nq
sp 1

nq .

Rexeǌe. an
an`1

“ 1 `
q`

p
2

n
` op 1

n
q, pa red konvergira po Rabeu za q `

p
2

ą 1.

Teorema (Gausov test). Neka za red sa pozitivnim qlanovima va�i lim
nÑ8

an
an`1

“ λ`
µ
n

` θn
n1`ε ,

|θn| ă C, ε ą 0. Za λ ą 1 ili λ “ 1, µ ą 1 red konvergira, a za λ ă 1 ili λ “ 1, µ ď 1
red divergira.

52. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

αpα`1q...pα`n´1qβpβ`1q...pβ`n´1q

n!γpγ`1q...pγ`n´1q
xn, gde su α, β, γ, x ą 0.

Rexeǌe. Imamo da va�i an
an`1

“
p1` 1

n
qp1`

γ
n

q

p1`α
n

qp1`
β
n

q
. Kako je p1` α

n
q´1 “ 1´ α

n
` α2

1`α
n

1
n2 i p1`

β
n

q´1 “

1 ´
β
n

`
β2

1`
β
n

1
n2 , to za γ ą α ` β red konvergira, a divergira za γ ď α ` β po Gausu.

Teorema (Lajbnicov test). Ako je an`1 ď an, n P N i lim
nÑ8

an “ 0, onda alternativni red
8
ř

n“0

p´1qnan konvergira.
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Red
8
ř

n“0

an apsolutno konvergira ako konvergira red
8
ř

n“0

|an|. Svaki apsolutno konvergen-

tan red je i konvergentan, a obratno ne va�i.

53. Ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qn
ln2 pnq

n
.

Rexeǌe. Konvergira po Lajbnicu budu�i da je ln2 pnq

n
opadaju�i niz koji te�i 0 kad n Ñ 8,

a divergira apsolutno (jer se u tom sluqaju dobija harmonijski divergentan red).

54. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

sin pπ
?
n2 ` k2q.

Rexeǌe. sin pπ
?
n2 ` k2q “ p´1qn sin pπ

?
n2 ` k2 ´ πnq “ p´1qn sin p πk2?

n2`k2`n
q “ p´1qnan,

pri qemu je an opadaju�i niz i lim
nÑ8

an “ 0.

Teorema (Abelov test). Red
8
ř

n“0

anbn konvergira ako konvergira
8
ř

n“0

an i niz bn je monotono

ograniqen.

Teorema (Dirihleov test). Red
8
ř

n“0

anbn konvergira ako niz bn monotono te�i nuli poqev

od nekog qlana i niz parcijalnih suma reda
8
ř

n“0

an je ograniqen.

55. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qn sin2 n
n

.

Rexeǌe. Konvergira kao suma konvergentnih redova:
8
ř

n“1

p´1qn sin2 n
n

“
8
ř

n“1

p´1qn 1´cos 2n
2n

“

8
ř

n“1

p´1qn

2n
`

8
ř

n“1

p´1qn´1 cos 2n
2n

. Prvi red je Lajbnic-konvergentan jer 1
2n

opadaju�e te�i nuli,

a drugi red konvergira pore�eǌem sa konvergentnim redom
8
ř

n“1

1
n2 :

SN “

N
ÿ

n“1

p´1qn

n

cosp2nq

2n
,
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SN “
p´1qN

2N

ˆ

´
1

2
`

sinp2N ` 1q

2 sin 1

˙

´

N´1
ÿ

n“1

„ˆ

´
1

2
`

sinp2n ` 1q

2 sin 1

˙ ˆ

´
p´1qn

2n ` 2
´

p´1qn

2n

˙ȷ

,

SN “
p´1qN

2N

ˆ

´
1

2
`

sinp2N ` 1q

2 sin 1

˙

`

N´1
ÿ

n“1

p´1qnp2n ` 1q

2npn ` 1q
´

N´1
ÿ

n“1

p´1qn sinp2n ` 1q

4npn ` 1q sin 1

56. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

cos πn2

n`1

ln2 n
.

Rexeǌe. Primetimo da je cos πn2

n`1
“ p´1qn`1 cos π

n`1
. Red

8
ř

n“1

p´1qn´1

ln2 n
konvergira po Lajb-

nicovom kriterijumu, a niz cos π
n`1

je monoton i ograniqen, pa polazni red konvergira po
Abelovom kriterijumu.

57. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“1

sinn sinn2

n
.

Rexeǌe. Kako je an “ 1
n

opadaju�i niz takav da lim
nÑ8

an “ 0, a niz parcijalnih suma reda
8
ř

n“1

bn je ograniqen: |
n
ř

k“1

sin k sin k2| “ 1
2
|

n
ř

k“1

cos kpk ´ 1q ´ cos kpk ` 1q| “
|1´cos pn`1qn|

2
ď

1, to red konvergira po Dirihleovom kriterijumu.

58. Ako red
8
ř

n“0

an konvergira (an ě 0), onda konvergira i red
8
ř

n“0

aαn za α ě 1.

Rexeǌe. Opxti qlan reda te�i nuli, pa je ograniqen sa 1. Red konvergira po poredbenom
kriterijumu.

59. Ako red
8
ř

n“1

an apsolutno konvergira, onda konvergira i red
8
ř

n“1

|an|

n
.

Rexeǌe. Primenom Koxijeve nejednakosti i prethodnog zadatka,
8
ř

n“1

|an|

n
ď

8
ř

n“1

|an|2
8
ř

n“1

1
n2 .
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60. Dokazati da je
8
ř

n“0

1
n!

8
ř

n“0

p´1qn

n!
“ 1.

Rexeǌe. Proizvod redova
8
ř

n“0

an i
8
ř

n“0

bn (na osnovu formule za Koxijevo mno�eǌe) je red

sa opxtim qlanom cn “
n
ř

k“0

akbn´k, odnosno cn “
n
ř

k“0

1
k!

p´1qn´k

pn´kq!
“ 1

n!

n
ř

k“0

p´1qn´k
`

n
k

˘

1k “

p1 ` p´1qqn, xto je 0 za n ą 0, a 1 za n “ 0.

61. Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

sinn
n

.

Rexeǌe. Nejednakost | sinx| ą

?
2´

?
2

2
va�i akko 1

8
ă tx

π
u ă 7

8
. Kako je 1

4
ă 1

π
, sledi da je

za svako n, ili | sinn| ili | sin pn ` 1q| ve�e od

?
2´

?
2

2
. Stoga,

| sin pnq|

n
`

| sin pn ` 1q|

n ` 1
ě

a

2 ´
?
2

2

1

n ` 1
.

Na osnovu poredbenog kriterijuma sledi da red apsolutno divergira. Ispitajmo obiqnu
konvergenciju. Niz sa opxtim qlanom 1

n
opadaju�e te�i 0 kad n Ñ 8, a na osnovu adicione

formule va�i procena

|

n
ÿ

k“1

sin k| “

|
n
ř

k“1

2 sin 1
2
sin k|

|2 sin 1
2
|

“

|
n
ř

k“1

cos pk ´ 1
2
q ´ cos pk ` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

“
|1 ´ cos pn ` 1

2
q|

|2 sin 1
2
|

,

odakle se primenom nejednakosti trougla dobija

|

n
ÿ

k“1

sin k| ď
1

sin 1
2

,

te red uslovno konvergira po Dirihleu.

62. U zavisnosti od parametra a P R ispitati apsolutnu i obiqnu konvergenciju reda

`8
ÿ

n“2

p´1qn

p´1qn ` na
.

Napomena 1. Oktobarski ispitni rok, Matematika 3 C, 2018/2019.

Rexeǌe. Ukoliko je a “ 0 red nije dobro definisan. Ukoliko je a ă 0 tada opxti qlan
ovog reda te�i ka broju 1 kada n Ñ `8, xto znaqi da red ne konvergira. Neka je a ą 0.
Apsolutna vrednost opxteg qlana naxeg reda se asimptotski ponaxa kao 1

na , te imamo
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da red apsolutno konvergira ako i samo ako je a ą 1 te u tom sluqaju imamo i obiqnu
konvergenciju. Ispitajmo xta se dexava kada a P p0, 1q. Imamo da je

p´1qn

p´1qn ` na
“

p´1qn

p´1qn ` na
¨

p´1qn ´ na

p´1qn ´ na
“

1 ´ p´1qnna

1 ´ n2a
“

1

1 ´ n2a
´ p´1q

n na

1 ´ n2a
.

Red
`8
ÿ

n“2

p´1q
n na

1 ´ n2a
konvergira za svako a P p0, 1q na osnovu Lajbnicovog kriterijuma. To

znaqi da je konvergencija polaznog reda ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

1 ´ n2a

a konvergencija ovog reda je ekvivalentna sa konvergencijom reda
`8
ÿ

n“2

1

n2a
. Ovaj red je kon-

vergentan ako i samo ako je 2a ą 1 tj. ako i samo ako je a ą 1
2
. Dakle, ako je a P

`

1
2
, 1

˘

polazni red konvergira, a ako je a P p0, 1
2
s polazni red divergira.

63. Neka je

x1 “ a ą 0,

xn`1 “
xn

1 ` xn ` x2
n

, n ě 1.

Ispitati uslovnu i apsolutnu konvergenciju reda
8
ř

n“1

p´1qnxn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je xn ą 0 za sve n P N. Tako�e, oqigledno va�i
xn`1 ă xn. Dakle, niz je opadaju�i i ograniqen odozdo, pa konvergira. Prelaskom na limes
se dobija da te�i 0, pa posmatrani red uslovno konvergira po Lajbnicovom kriterijumu.
Red apsolutno divergira, jer se primenom Xtolcovog stava dobija:

lim
nÑ8

nxn “ lim
nÑ8

n
1
xn

“ lim
nÑ8

pn`1q´n
1

xn`1
´ 1

xn

“ lim
nÑ8

xn`1xn

xn`1´xn
“ lim

nÑ8

1
1`xn

“ 1,

odnosno xn „ 1
n
, n Ñ 8.

64. Neka za an ě 0, n P N i p ą 0 va�i

an
an`1

“ 1 `
p

n
` op

1

n
q, n Ñ 8.

Dokazati da tada an monotono te�i nuli i red
8
ř

n“1

p´1qnan konvergira.

Rexeǌe. Kako je lim
nÑ8

np an
an`1

´ 1q “ p, to iz definicije limesa sledi

p ´ ε

n
` 1 ď

an
an`1

ď
p ` ε

n
` 1, za svako ε ą 0i sve n ě n0.
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Mno�eǌem odgovaraju�ih nejednakosti za indekse n0, n0 ` 1, . . . n, dobija se

an0

an`1

ě 1 ` pp ´ εqp
1

n0

`
1

n0 ` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

n
q.

Kako je odatle

an`1 ď
an0

1 ` pp ´ εqp 1
n0

` 1
n0`1

` ¨ ¨ ¨ ` 1
n

q
,

a harmonijski red divergira, to sledi

lim
nÑ8

an`1 “ 0,

pa konvergencija polaznog reda sledi po Lajbnicovom kriterijumu.

65. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

`

α
n

˘

.

Rexeǌe. Kako je
an
an`1

“
n ` 1

α ´ n
,

to su an i an`1 supritnog znaka za n ě α. Imamo

|
an
an`1

| “ 1 `
α ` 1

n
p1 ´

α

n
q “ 1 `

α ` 1

n
` op

1

n
q, n Ñ 8.

Za α ą ´1 red konvergira po Lajbnicu, a inaqe divergira jer ne zadovoǉava neophodan
uslov konvergencije.

66. Ispitati konvergenciju reda
8
ř

n“0

p´1qn
`

α
n

˘

.

Rexeǌe. Red je stalnog znaka, pa je apsolutna konvergencija ekvivalentna obiqnoj. Kako je

|
an
an`1

| “ 1 `
α ` 1

n
` op

1

n2
q, n Ñ 8.

Po Gausu, red konvergira za α ą 0, a inaqe divergira.

1.4 Stepeni redovi

Stepeni red

fpxq “

8
ÿ

n“0

anpx ´ x0q
n

se unutar svoje oblasti konvergencije (skupa svih x za koje fpxq konvergira) mo�e dife-
rencirati i integraliti qlan po qlan, pri qemu se radijus konvergencije

R “
1

lim supnÑ8
n
a

|an|
,
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odnosno
R “ lim

nÑ8
|
an
an`1

|

ne meǌa.

ex “

8
ÿ

n“0

xn

n!
, x P R,

sinx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n`1

p2n ` 1q!
, x P R,

cosx “

8
ÿ

n“0

p´1qnx2n

p2nq!
, x P R,

ln p1 ` xq “

8
ÿ

n“1

p´1qn´1xn

n
, x P p´1, 1s,

p1 ` xq
α

“

8
ÿ

n“0

ˆ

α

n

˙

xn, za

$

’

&

’

%

x P r´1, 1s, α ą 0,

x P p´1, 1s, α P p´1, 0s,

x P p´1, 1q, α ď ´1.

67. Odrediti polupreqnike konvergencije redova
8
ř

n“1

zn

n
,

8
ř

n“1

p1`iqnzn

n2n
i

8
ř

n“1

5nz3n.

Rexeǌe. Polupreqnici konvergencije posmatranih stepenih redova su redom R “ 1, R “?
2, R “ 1

3?5
.

68. Odrediti oblasti konvergencije redova
8
ř

n“1

2n`1
3n2`1

px ´ 1qn i
8
ř

n“1

3n`p´2qn

n
px ` 1qn.

Rexeǌe. Polupreqnici konvergencije posmatranih stepenih redova su redomR “ 1,R “ 1
3
.

Treba jox ispitati konvergenciju u krajǌim taqkama.
Prvi red konvergira za x “ 0 po Lajbnicu, a divergira za x “ 2, pa je ǌegova oblast
konvergencije r0, 2q.
Drugi red konvergira za x “ ´4

3
kao suma dva konvergentna reda, a za x “ ´2

3
divergira

kao suma divergentnog i konvergentnog reda, pa je ǌegova oblast konvergencije r´4
3
,´2

3
q.

69. Razviti sin3 x u stepeni red.

Rexeǌe. Iskoristiti identitet sin3 x “ 3 sinx´sin 3x
4

i razvoj sinx u stepeni red.
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70. Razviti sinhx i coshx u stepeni red.

Rexeǌe. Iskoristiti sinhx “ ex´e´x

2
, kao i coshx “ ex`e´x

2
i razvoj ex u stepeni red.

71. Dokazati da je 1
p1´xq2

“
8
ř

n“1

nxn´1, |x| ă 1.

Rexeǌe. Koristeci predstavǉaǌe funkcije 1
1´x

preko stepenog reda i diferenciraǌem
qlan po qlan u oblasti konvergencije, sledi tra�eno.

72. Razviti fpxq “ x
p1´xqp1´x2q

u stepeni red.

Rexeǌe. Kako je fpxq “ ´ 1
4p1`xq

´ 1
4p1´xq

` 1
2p1´xq2

, to je fpxq “ 1
4

8
ř

n“0

p2n ` 1 ` p´1qnqxn.

73. Funkciju arctanx razviti u stepeni red, pa koriste�i dobijeni razvoj na�i sumu

brojnog reda
8
ř

n“0

p´1qn

3np2n`1q
.

Rexeǌe. Kako se stepeni red mo�e integraliti u oblasti konvergencije, a va�i

x
ż

0

dt

1 ` t2
“

8
ÿ

n“0

p´1q
n

x
ż

0

t2ndt,

to sledi arctanx “
8
ř

n“0

p´1qnx2n`1

2n`1
, xto va�i za x P r´1, 1s. Specijalno, za x “ 1?

3
dobija

se suma brojnog reda.

74. Na�i sume redova
8
ř

n“1

xn

n
i

8
ř

n“1

xn`1

npn`1q
.

Rexeǌe. Stepeni red se mo�e diferencirati qlan po qlan u oblasti konvergencije:

f 1
pxq “

8
ÿ

n“1

xn´1
“

1

1 ´ x

Integracijom posledeǌe jednakosti se dobija

x
ż

0

f 1
ptqdt “ fpxq ´ fp0q “

x
ż

0

dt

1 ´ t
“ ´ ln p1 ´ xq,
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8
ÿ

n“1

xn

n
“ ´ ln p1 ´ xq.

Kako je g1pxq “ ´ ln p1 ´ xq, primenom parcijalne integracije na
x

ż

0

g1
ptqdt “ gpxq ´ gp0q “ ´

x
ż

0

ln p1 ´ tqdt,

dobija se da je suma drugog reda jednaka x ` p1 ´ xq ln p1 ´ xq.

75. Izraqunati integral
1
ş

0

ln p1`xq

x
dx.

Rexeǌe. Razvijaǌem funkcije ln p1 ` xq u stepeni red i integraǉeǌem qlan po qlan u
oblasti konvergencije, dobija se vrednost integrala.

76. Neka je x realan broj. Definiximo niz pxnqně1 rekurzivno sa

x1 “ 1,

xn`1 “ xn
` nxn, za n ě 1.

Dokazati da je
8

ź

n“1

p1 ´
xn

xn`1

q “ e´x.

Rexeǌe. Odredimo n-tu parcijalni proizvod koriste�i rekurentnu formulu

Pn “

n
ź

k“1

p1 ´
xk

xk`1

q “

n
ź

k“1

xk`1 ´ xk

xk`1

“

n
ź

k“1

kxk

xk`1

“
n!

xn`1

.

Kako je

1

Pn`1

´
1

Pn

“
xn`2

pn ` 1q!
´

xn`1

n!
“

xn`2 ´ pn ` 1qxn`1

pn ` 1q!
“

xn`1

pn ` 1q!
, za n ě 1,

imamo
1

Pn

“
1

P1

`
x2

2!
` ¨ ¨ ¨ `

xn`1

pn ` 1q!
“

n`1
ÿ

k“0

xk

k!
,

pri qemu posledǌi izraz konvergira ka ex kad n Ñ 8. Dakle,

lim
nÑ8

Pn “ e´x.

Neka red
8
ř

n“0

an konvergira. Tada se ǌegova suma mo�e na�i po formuli

8
ÿ

n“0

an “ lim
xÑ1´0

8
ÿ

n“0

anx
n.
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77. Na�i sumu reda
8
ř

n“0

2npn`1q

n!
.

Rexeǌe. Suma reda x
8
ř

n“0

p2xqn

n!
je xe2x. Diferenciraǌem qlan po qlan (xto je dozvoǉeno u

oblasti konvergencije) i puxtaǌem limesa kad x Ñ 1 ´ 0, dobija se S “ 3e2.

78. Na�i sumu reda
8
ř

n“2

p´1qn

n2`n´2
.

Rexeǌe. Posmatrajmo stepeni red
8
ř

n“2

p´1qnxn

n2`n´2
. Oblast konvergencije ovog reda je r´1, 1s,

xto se lako proveri. Nakon kra�eg raquna, dobija se

8
ÿ

n“1

p´1qnxn

n2 ` n ´ 2
“

1

3

8
ÿ

n“1

p´xqn

n ´ 1
´

1

3

8
ÿ

n“1

p´xqn

n ` 2
“ x ln p1 ` xq `

ln p1 ` xq

3x2
´

1

3x
`

1

6
´

x

9
.

Uzimaju�i x “ 1, sledi S “ 2
3
ln 2 ´ 5

18
.

1.5 Primena stepenih redova u teoriji diferencijalnih
jednaqina

Funkcija je analitiqka u nekoj taqki ako se mo�e predstaviti u obliku konvergentnog
stepenog reda u okolini te taqke.
Neka je f : R3 Ñ R analitiqka funkcija u nekoj okolini taqke px0, y0, y

1
0q. Tada postoji

jedinstveno rexeǌe Koxijevog zadatka y2 “ fpx, y, y1q, ypx0q “ y0, y
1px0q “ y1

0, definisano
u nekoj okolini taqke x0 i ono je analitiqka funkcija u toj okolini.
Posmatrajmo diferencijalnu jednaqinu y2pxq `p1pxqy`p2pxqy “ 0. Taqka x0 je regularna
taqka diferencijalne jednaqine ako su funkcije p1pxq i p2pxq analitiqke u toj taqki. Taqka
x0 je singularna taqka diferencijalne jednaqine ako bar jedna od funkcija p1pxq i p2pxq

nije analitiqka u taqki x0.
Ako su funkcije p1pxq i p2pxq analitiqke funkcije u oblasti |x ´ x0| ă R, tada je svako
rexeǌe diferencijalne jednaqine jedinstvena analiticka funkcija u ovoj oblasti.

79. Dokazati da je funkcija y “
8
ř

n“0

x4n

p4nq!
rexeǌe diferencijalne jednaqine yp4q ´ y “ 0.

Rexeǌe. Trivijalno se proveri diferenciraǌem stepenog reda qlan po qlan.

80. Metodom neodre�enih koeficijenata odrediti u obliku stepenog reda rexeǌe Koxi-
jevog zadatka y1 “ x2 ` ey, yp0q “ 0.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe ypxq “
n
ř

k“1

akx
k. Diferenciraǌem qlan po qlan se dobija

y1pxq “
n
ř

k“1

kakx
k´1, pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y1
pxq ´ x2

´ eypxq
“

n
ÿ

k“1

kakx
k´1

´ x2
´

8
ÿ

j“1

1

j!
p

8
ÿ

k“1

akx
k
q.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

0 ” a1 ´ 1 ` p2a2 ´ a1qx ` p3a3 ´ 1 ´ a2 ´
a21
2

qx2
` . . .

odakle je

ypxq “ x `
x2

2
`

2

3
x3

` . . . .

81. Na�i ono rexeǌe diferencijalne jednaqine y2 ´ xy “ 0 koje se mo�e prikazati u
obliku steppenog reda po stepenima x i koje zadovoǉava poqetne uslove yp0q “ 1, y1p0q “ 0.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Kako je yp0q “ 1, to je a0 “ 1. Diferenci-

raǌem qlan po qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ xypxq “ a2 ` p3 ¨ 2a3 ´ 1qx `

8
ÿ

k“2

ppk ` 2qpk ` 1qak`2 ´ ak´1qxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenat uz xk, dobija se

ypxq “ 1 `

8
ÿ

n“1

x3n

p2 ¨ 3qp5 ¨ 6q ¨ ¨ ¨ pp3n ´ 1q ¨ 3nq
.

82. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ´ x2y “ 0.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Dieferenciraǌem stepenog reda qlan po

qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ x2ypxq “ 2a2 ` p3 ¨ 2a3qx `

8
ÿ

k“2

ppk ` 2qpk ` 1qak`2 ´ ak´2qx
k.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0 ` a1x ` a0

8
ÿ

k“1

x4k

4 ¨ 3 ¨ 8 ¨ 7 ¨ ¨ ¨ 4kp4k ´ 1q
` a1

8
ÿ

k“1

x4k`1

5 ¨ 4 ¨ 9 ¨ 8 ¨ ¨ ¨ p4k ` 1q4k
,

gde su a0, a1 P R.

83. Metodom stepenih redova odrediti Koxijevo rexeǌe u konaqnom obliku jednaqine
y2 ´ xy1 ´ 2y “ 0, yp0q “ 0, y1p0q “ 1.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenciraǌem stepenog reda qlan po

qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ´ xy1

pxq ´ 2ypxq “ p2a2 ´ 2a0q `

8
ÿ

k“1

ppk ` 2qppk ` 1qak`2 ´ akqxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “

8
ÿ

k“0

1

2kk!
x2k`1

“ xe
x2

2 .

84. U oblasti |x| ă 1 odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

p1 ´ x2
qy2

´ 6xy1
´ 4y “ 0.
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Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenci

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” p1´x2
qy2

pxq´6xy1
pxq´4ypxq “ pa2´4a0q`p6a3´10a1q`

8
ÿ

k“2

ppk`2qpk`1qak`2´pk`1qpk`4qakqxk.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0

8
ÿ

k“0

pk ` 1qx2k
`

a1
3

8
ÿ

k“0

p2k ` 3qx2k`1.

85. Predstaviti stepenim redom opxte rexeǌe nehomogene diferencijalne jednaqine

y2
` x2y “ 1 ` x ` x2.

Rexeǌe. Oznaqimo rexeǌe sa ypxq “
8
ř

k“0

akx
k. Diferenciraǌem qlan po qlan se dobija

y1
pxq “

8
ÿ

k“1

kakx
k´1,

y2
pxq “

8
ÿ

k“2

kpk ´ 1qakx
k

pa smenom u diferencijalnu jednaqinu imamo

0 ” y2
pxq ` x2ypxq ´ 1 ´ x ´ x2.

Izjednaqavaǌem koeficijenata uz xk, dobija se

ypxq “ a0 ` a1x `
1

2
x2

`
1

6
x3

`
1 ´ a0
12

x4
´

a1
20

x5
´

1

60
x` . . . ,

a0, a1 P R.

Singularnu taqku x0 zovemo regularno-singularno taqkom ako su funkcije px´x0qp1pxq

i px ´ x0q
2p2pxq analitiqke u toj taqki.

86. Ispitati regularnost taqke x “ 0 za 2x2y2 ` 7xpx ` 1qy1 ´ 3y “ 0.
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Rexeǌe. x “ 0 je regularno-singularna taqka.

87. Razviti funkciju fpxq “ arcsinx u stepeni red.

Rexeǌe. Kako je f 1pxq “ p1 ´ x2q´ 1
2 “

8
ř

n“0

`

´ 1
2

n

˘

p´x2qn “
8
ř

n“0

p2n´1q!!
p2nq!!

x2n (pri qemu je

R “ 1), to integraǉeǌem stepenog reda u oblasti konvergencije dobijamo razvoj posmatrane

funkcije u stepeni red fpxq “
8
ř

n“0

p2n´1q!!x2n`1

p2nq!!p2n`1q
, pri qemu se radijus konvergencije nije

promenio integracijom. Dodatno se ispita, da za x “ ˘1 red tako�e konvergira, pa razvoj
va�i na r´1, 1s.

1.6 Funkcionalni redovi

88. Ispitati ravnomernu konvergenciju slede�ih nizova na ukazanim skupovima

fnpxq “
n2

n2 ` x2
na [-1,1]

fnpxq “
arctannx
?
n ` x

nar0,8q.

Rexeǌe. Graniqna funkcija za prvi niz je fpxq “ 1, a kako je

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|
n2

n2 ` x2
´ 1|,

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|
x2

x2 ` n2
|,

lim
nÑ8

sup
xPr´1,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

1

1 ` n2
“ 0,

zadati niz je ravnomerno konvergentan na r´1, 1s. Grniqna funkcija za drugi niz je 0, a
kako je 0 ď arctannx?

n`x
ă π

2
?
n

Ñ 0, n Ñ 8, to je i ovaj niza ravnomerno konvergentan za
x ą 0.

89. Dokazati da je niz fnpxq “ nxp1 ´ xqn, n P N konvergentan, ali ne ravnomerno na

segmentu r0, 1s, a da je lim
nÑ8

1
ş

0

fnpxqdx “
1
ş

0

lim
nÑ8

fnpxqdx.

Rexeǌe.
lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

nxp1 ´ xq
n

“ lim
nÑ8

p
n

n ` 1
q
n`1

“ e´1
‰ 0.
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90. Dokazati da je niz funkcija

fnpxq “
nx ` x2 ` n2

x2 ` n2

ravnomerno konvergentan ka fpxq “ 1 na segmentu r0, 1s. Da li je niz ravnomerno konver-
gentan funkciji f na celoj realnoj pravoj?

Rexeǌe. Niz je ravnomerno konvergentan posmatranoj funkciji na segmentu r0, 1s:

lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPr0,1s

|
nx ` x2 ` n2

n2 ` x2
´ 1|,

a kako je

lim
nÑ8

sup
xPR

|fnpxq ´ fpxq| “ lim
nÑ8

sup
xPR

|
nx

x2 ` n2
| “ lim

nÑ8

1

2
“

1

2
‰ 0,

niz je neravnomerno konvergentan istoj funkciji na realnoj pravoj.

91. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog niza fnpxq “ en
1´x
x na skupovima

E1 “ p1,8q, E2 “ pδ,8q, δ ą 1.

Rexeǌe. Kako je supxPE1
|fnpxq| “ fnp1q “ 1 ‰ 0, to je niz neravnomerno konvergentan

nuli na prvom skupu, a kako supxPE2
|fnpxq| “ fnpδq Ñ 0, kad n Ñ 8, to je ravnomerno

konvergentan na drugom skupu.

92. Odrediti oblast konvergencije funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

p1 `
1

n
q
n2nx.

Rexeǌe. Primenimo Koxijev kriterijum. Kako je

lim
nÑ8

n
a

|an| “ lim
nÑ8

p1 `
1

n
q2x “ 2x,

dobijamo da je red konvergentan za svako x ă 0, a divergentan za svako x ą 0. Ispitajmo

posebno konvergenciju reda u sluqaju x “ 0. Tada je red oblika
8
ř

n“1

p1 ` 1
n

qn, pa divergira

jer nije zadovoǉen neophodan uslov konvergencije ( lim
nÑ8

p1 ` 1
n

qn “ e ‰ 0).

93. Ispitati apsolutnu i uslovnu konvergeniju reda

8
ÿ

n“1

xn

n ` yn
.
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Rexeǌe. Pretpostavimo najpre da je 0 ď y ď 1. Tada je (na osnovu Koxijevog kriterijuma)
red konvergentan za svako |x| ă 1, xto sledi iz

lim
nÑ8

n

d

|x|n

n ` yn
“ |x| ă 1.

Neka je 0 ď y ď 1 i x ě 1. Tada je

xn

n ` yn
ě

xn

n ` 1
ě

1

n ` 1
,

pa red divergira na osnovu prvog poredbenog kriterijuma (pore�eǌem sa divergentnim
harmonijskim redom). Ako je 0 ď y ď 1 i x “ ´1, dobija se red koji uslovno konvergira po
Lajbnicu (a apsolutno divergira). Ispitajmo sada red za y ą 1. Napiximo red u obliku

8
ÿ

n“1

p
x

y
q
n 1

1 ` ny´n
.

Ako je |x| ă y, red je konvergentan na osnovu Koxijevog kriterijuma, jer je

lim
nÑ8

n

c

p
x

y
qn

1

1 ` ny´n
“

|x|

y
ă 1.

Ako je x “ ˘y, tada je

lim
nÑ8

yn

1 ` yn
“ 1,

pa red divergira jer opxti qlan ne te�i nuli. Na osnovu svega prethodnog, mo�e se za-
kǉuqiti slede�e: red je apsolutno konvergentan ako je (0 ď y ď 1 i |x| ă 1) ili (|x| ă y
i y ą 1.) Ako je x “ ´1 i 0 ď y ď 1, red je uslovno konvergentan.

94. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

x

p1 ` pn ´ 1qxqp1 ` nxq

na skupu

• p0,8q

• pδ,8q, δ ą 0.

Rexeǌe. Lako se proverava da je parcijalna suma reda Snpxq “ 1 ´ 1
1`nx

, a suma zadatog
reda Spxq “ lim

nÑ8
Snpxq “ 1. Kako je

lim
nÑ8

sup
xPp0,8q

|Snpxq ´ Spxq| “ lim
nÑ8

sup
xPp0,8q

|
1

1 ` nx
| “ 1,

red je neravnomerno konvergentan sumi Spxq na skupu p0,8q. Kako va�i nejednakost nx ą nδ
i

lim
nÑ8

sup
xPpδ,8q

|Snpxq ´ Spxq| “ lim
nÑ8

1

1 ` nδ
“ 0,

to je red rvnomerno konvergentan sum Spxq na skupu pδ,8q.
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95. Ispitati konvergenciju i ravnomernu konvergenciju reda
8
ř

n“1

fnpxq na skupu E, gde je

fnpxq “ e´n2x2

sinnx, E “ R,

fnpxq “ arctan
x3

n
?
n
, E “ r0,8q

.

Rexeǌe. Ispitajmo prvi red. Primetimo najpre da je fnp0q “ 0. Ako je x ‰ 0, tada je

|fnpxq| ď e´n2x2

ď
1

n2x2
.

Dakle, red je konvergentan na realnoj pravoj. Me�utim, red ne konvergira ravnomerno na R,
xto se vidi na primeru x “ xn “ 1

n
, jer je tada fnpxnq “ e´1 sin 1 za svako n P N. Drugi red

je konvergentan na skupu E ka graniqnoj funkciji fpxq “ 0, xto je posledica nejednakosti
arctanx ď x, x ě 0. Uzimaju�i xn “

?
n, n P N imamo da je fnpxnq “ arctan 1 “ π

4
, odakle

na osnovu Koxijeve teoreme zakǉuqujemo da opxti qlan nije ravnomerno konvergentan, pa
ni sam red.

Teorema (Vajerxtrasov kriterijum). Ako postoji niz nenegativnih realnih brojeva pcnqnPN,
takav da
1. postoji n0 P N takvo da za sve n ą n0 i svako x P A va�i |anpxq| ď cn,

2. red
8
ř

n“1

cn konvergira,

tada red
8
ř

n“1

anpxq ravnomerno konvergira na A.

96. Dokazati da je suma reda
8
ř

n“1

sinnx
n2 neprekidna funkcija za svako x P R.

Rexeǌe. Vajerxtrasovim kriterijumom (pore�eǌem sa konvergentnim brojnim redom
8
ř

n“1

1
n2 )

se pokazuje da red ravnomerno konvergira, pa je i suma reda neprekidna funkcija za svako
x P R.

97. Odrediti oblast definisanosti i ispitati neprekidnost funkcije

fpxq “

8
ÿ

n“1

px2
`

1

n
q
n.
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Rexeǌe. Oblast definisanosti odredi�emo pomo�u Koxijevog kriterijuma. Kako je

lim
nÑ8

n

c

px2 `
1

n
qn “ x2,

red �e konvergirati za x2 ă 1, a divergirati za x2 ą 1. Za x “ ˘1 red je divergentan
jer nije zadovoǉen neophodan uslov konvergencije. Dakle, oblast definisanosti je p´1, 1q.
Da bismo ispitali neprekidnost funkcije, neophodno je odrediti oblast ravnomerne kon-
vergencije reda. Doka�imo da je red ravnomerno konvergentan na svakom segmentu r´a, as,
a P p0, 1q. Neka je b proizvoǉan broj takav da 0 ă a ă b ă 1. Postoji n0 P N tako da za sve
n ě n0 va�i a ` 1?

n
ă b. Tada za sve n ě n0 i svako |x| ď a, va�i

px2
`

1

n
q ď p|x| `

1
?
n

q
2n

ď b2n.

Kako je red
8
ř

n“1

b2n konvergentan jer b2 ă 1, to je po Vajerxtrasovom kriterijumu red kojim

je definisana funkcija fpxq ravnomerno konvergentan. Stoga je fpxq neprekidna na r´a, as,
a zbog proizvoǉnosti broja a, to je funkcija fpxq neprekidna na intervalu p´1, 1q.

98. Koriste�i Vajerxtrasov kriterijum, dokazati da je

8
ÿ

n“1

arctan pn2xq cos pnπxq

n
?
n

ravnomerno konvergentan na R i da je

8
ÿ

n“1

ln p1 `
x

n ln2
pn ` 1q

q

ravnomerno konvergentan na r0, 2s.

Rexeǌe. Da je prvi red ravnomerno konvergentan na realnoj pravoj dobija se pore�eǌem sa

konvergentnim redom
8
ř

n“1

1

n
3
2

uz kori71eǌe qiǌenice da su arctan i cos ograniqene funk-

cije. Za drugi red, dobija se da je red ravnomerno konvergentan za x P r0, 2s na osnovu

nejednakosti lnp1 ` tq ď t za t ě 0 i zbog konvergencije reda
8
ř

n“1

1
n ln2 n

(po Koxijevom

integralnom kriterijumu).

99. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda

8
ÿ

n“1

1 ` n2x

x ` n3
ln p1 `

x2

n
q

na skupovima
E1 “ p0, 1q,

E2 “ p1,8q.
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Rexeǌe. Ravnomerno konvergira na E1 po Vajerxtasovom kriterijumu ( pore�eǌem sa kon-

vergentnim redom
8
ř

n“1

1`n2

n3
1
n
) i neravnomerno na E2, xto se vidi za xn “ n, n P N jer tada

nije zadovoǉena Koxijeva teorema.

100. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

e´x2n6
sin pn3xq na sku-

povima p0,8q,pδ,8q, δ ą 0.

Rexeǌe. Kako je fnp 1
n3 q “ sin 1

e
ą 0, red ne konvergira ravnomerno na skupu E1. Zbog

|fnpxq| ă 1
δ2n6 , red ravnomerno konvergira na drugom skupu po Vajerxtrasovom kriterijumu.

101. Dat je red
8
ř

n“1

p3n`2qα

npn`1qpn`2q
xn.

1. Ispitati uslovnu, apsolutnu i ravnomernu konvergenciju reda.
2. Za x “ 1, α “ 1 sumirati red.

Rexeǌe. Polupreqnik konvergencije zadatog stepenog reda je

R “ lim
nÑ8

an
an`1

“ 1,

pa je red apsolutno konvergentan na p´1, 1q. Ispitajmo ponaxaǌe reda na krajevima in-
tervala konvergencije. Ako je x “ 1, primenom Rabeovog kriterijuma se dobija da red
konvergira za α ă 2, dok divergira za α ą 2:

lim
nÑ8

np
bn
bn`1

´ 1q “ 3 ´ α.

Za α “ 2, red je divergentan jer se ponaxa kao harmonijski red. Ako je x “ ´1, tad imamo

red
8
ř

n“1

p´1qnbn. Niz bn te�i nuli za α ă 3 i tad je monotono opadaju�i, pa konvergira po

Lajbnicovom kriterijumu. Dakle, za α ă 2 red je apsolutno i ravnomerno konvergentan na
r´1, 1s, dok je za x “ ´1 i 2 ď α ă 3 red uslovno konvergentan.

2. S “
8
ř

n“1

1
pn`1qpn`2q

` 2
8
ř

n“1

1
npn`2q

“ 1
2

` 2 ¨ 3
4
. Tra�ena suma je 2.

Teorema (Dirihleov kriterijum). Neka

1. funkcionalni red
8
ř

n“1

bnpxq ima ravnomerno ograniqene parcijalne sume, tj. postoji kon-

stanta K, takva da je za sve n P N i svako x P A ispuǌeno |
n
ř

k“1

bkpxq| ď K,

2. panpxqqnPN je, za svako x P A, monoton niz (po n) koji ravnomerno konvergira nuli.

Tada red
8
ř

n“1

anpxqbnpxq ravnomerno konvergira na A.
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102. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

sinx sinnx?
n`x2 na R.

Rexeǌe. Dirihleovim kriterijumom se pokazuje da red ravnomerno konvergira. Niz 1?
n`x2

ravnomerno konvergira ka 0 na realnoj pravoj i

|

n
ÿ

k“1

sinx sin kx| “ |

n
ř

k“1

sinxpcos pk`1qx
2

´ cos pk´1qx
2

q

2sinx
2

| “ | cos
x

2
|| cos

pn ` 1qx

2
´ 1| ď 2.

Teorema (Abelov kriterijum). Neka:

1. Funkcionalni red
8
ř

n“1

bnpxq je ravnomerno konvergentan na A Ă R,

2. panpxqqnPN je, za svako x P A, monoton niz (po n) koji je ravnomerno ograniqen, tj. za
neko K P R va�i |anpxq| ď K za sve x P A, n P N.

Tada red
8
ř

n“1

anpxqbnpxq ravnomerno konvergira na A.

103. Ispitati ravnomernu konvergenciju funkcionalnog reda
8
ř

n“1

p´1qn

3
?

n`
?
x
p1` x

n
qn na r0, 1s.

Rexeǌe. Abelovim kriterijumom se pokazuje da red ravnomerno konvergira. Niz p1 ` x
n

qn

je monoton za svako fiksirano x P r0, 1s. Kako je

p1 `
x

n
q
n

ď p1 `
1

n
q
n

ă e,

za svako x P r0, 1s, niz je ravnomerno ograniqen na r0, 1s. Osim toga, red
8
ř

n“1

p´1qn

3
?

n`
?
x
je rav-

nomerno konvergentan na r0, 1s prema Dirihleovom kriterijumu, jer je niz 1
3
?

n`
?
x
opadaju�i

i ravnomerno konvergentan na skupu r0, 1s, a parcijalne sume reda
8
ř

n“1

p´1qn su ravnomerno

ograniqene na skupu E.

104. Na�i lim
xÑ1´0

8
ř

n“1

p´1qn

n
xn

1`xn .

Rexeǌe. Zadati red je ravnomerno konvergentan za svako x ě 0 po Abelovom kriteri-

jumu. Red
8
ř

n“1

p´1qn`1

n
je ravnomerno konvergentan po Lajbnicu , a niz xn

1`xn je monotono
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rastu�i i ograniqen odozgo sa 1 za svako x ě 1. Pritom, postoji graniqna vrednost

lim
xÑ1´0

p´1qn`1

n
xn

1`xn “
p´1qn`1

2n
, pa limes i suma mogu zameniti mesta

lim
xÑ1´0

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n

xn

1 ` xn
“

8
ÿ

n“1

lim
xÑ1´0

p´1qn`1

n

xn

1 ` xn
“

1

2

8
ÿ

n“1

p´1qn`1

n
.

Rezultat: ln 2
2
.

Teorema. Ako red
8
ř

n“1

anpxq funkcija integrabilnih na segmentu ra, bs ravnomerno konver-

gira, onda je ǌegov zbir integrabilna funkcija i va�i

b
ż

a

p

8
ÿ

n“1

anpxqqdx “

8
ÿ

n“1

b
ż

a

anpxqdx.

Teorema. Ako je svaka od funkcija an : ra, bs Ñ R (n P N) diferencijabilna i ako red
8
ř

n“1

a1
npxq ravnomerno konvergira na ra, bs, a sam red

8
ř

n“1

anpxq konvergira u bar jednoj taqki

x0 P ra, bs, tada taj red ravnomerno konvergira na ra, bs, ǌegova suma je diferencijabilna

funkcija i va�i p
8
ř

n“1

anpxqq1 “
8
ř

n“1

a1
npxq za x P ra, bs.

105. Dat je funkcionalni red
8
ř

n“1

sin 2n
2
x

an2 . Odrediti za koje vrednosti parametra a:

• funkcionalni red konvergira

• suma reda predstavǉa neprekidnu funkciju

• red mo�e da se diferencira qlan po qlan

Rexeǌe. • Kako je|fnpxq| ď 1

an2 , a brojni red kovergira za a ą 1 prema Dalamberu, to
na osnovu Vajerxtrasovog kriterijuma red ravnomerno konvergira za a ą 1. Za a ď 1
opxti qlan ne te�i nuli, pa u tom sluqaju red konvergira.

• Za a ą 1 red je ravnomeno konvergentan i quva neprekidnost.

• Kako je |f 1
npxq| ď p 2

a
qn

2
, abrojni poredbeni red konvergira po Dalamberu za a ą 2, to

se red mo�e diferencirati qlan po qlan za takve a.

106. Izraqunati
1
ş

0

p
8
ř

n“1

n2

n!
xe´nxqdx.
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Rexeǌe. Kako je |fnpxq| ď fnp1
e
q “ 1

epn´1q!
, a brojni red konvergira, to je posmatrani

funkcionalni red ravnomerno konvergentan na r0,8q i integral i red mogu zameniti me-

sta:
1
ş

0

p
8
ř

n“1

n2

n!
xe´nxqdx “

8
ř

n“1

n2

n!

1
ş

0

xe´nxdx “
8
ř

n“1

1´e´np1`nq

n!
“

8
ř

n“1

1
n!

´
8
ř

n“1

e´n

n!
´

8
ř

n“1

ne´n

n!
.

Konaqno, suma reda je e ´ e
1
e ´ e

1
e

e
.

107. Predstaviti integral
1
ş

0

x´xdx u obliku reda.

Rexeǌe. Kako je x´x “ e´x lnx “ 1`
8
ř

n“1

p´1qn xn lnn x
n!

, a funkcija |x lnx| dosti�e maksimum

e´1, to je red ravnomerno konvergentan po Vajerxtrasovom kriterijumu. Dakle, mo�e se
integraliti qlan po qlan na p0, 1s. Kako je

1
ż

0

xn lnn xdx “ p´1q
n n!

pn ` 1qn`1
,

to je
1

ż

0

x´xdx “

8
ÿ

n“1

1

nn
.

108. Razlo�iti Laplasov integral
8
ş

0

e´x2
cos 2bxdx u stepeni red po stepenima b ą 0,

koriste�i qiǌenicu da je
8
ş

0

e´x2
dx “

?
π
2
.

Rexeǌe.
8
ş

0

e´x2
cos 2bxdx “

8
ş

0

e´x2
8
ř

n“0

p´1qnp2bxqn

p2nq!
dx “

8
ř

n“0

p´1qnp2bq2n

p2nq!

8
ş

0

e´x2
x2ndx “

8
ř

n“0

p´1qnp2bq2n

p2nq!
In.

Parcijalnom integracijom se nalazi In “ 2n´1
2

In´1 uz poqetni uslov I0 “
?
π
2
, odakle je

In “
p2n´1q!!
2n`1

?
π. Sledi I “

?
π
2
e´b2 . Opravdanost integracije sledi iz ravnomerne konver-

gencije reda na proizvoǉnom segementu r0, As.

109. Izraqunati integral
8
ş

0

x
1`ex

dx.

Rexeǌe. I “
8
ş

0

x
8
ř

n“1

p´1qn´1e´nxdx “
8
ř

n“1

p´1qn´1p 1
n2 ´

pnx`1qe´nx

n2 |8
0 q “

8
ř

n“1

p´1qn´1

n2 “ π2

12
.

Redovi i integral mogu zameniti mesta jer se radi o ravnomerno konvergentnim redovima
za x ą 0.
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1.7 Furijeovi redovi

Sistem funkcija 1
2
, cos kπx

l
, sin kπx

l
, k P N, x P r´l, ls, se naziva osnovnim trigonometrij-

skim sistemom. On je ortogonalan na r´l, ls. Neka je f : r´l, ls Ñ R integrabilna funkcija
na r´l, ls. Brojevi

a0 “
1

l

l
ż

´l

fpxqdx,

ak “
1

l

l
ż

´l

fpxq cos
kπx

l
dx,

ak “
1

l

l
ż

´l

fpxq sin
kπx

l
dx,

se zovu Furijeovi koeficijenti funkcije f u odnosu na osnovni trigonometrijski sistem.

Trigonometrijski red a0
2

`
8
ř

k“1

pak cos
kπx
l

` bk sin
kπx
l

q je Furijeov red funkcije f .

Neka je deo po deo glatka funkcija f na segmentu r´l, ls sa periodom 2l produ�ena na celu
brojnu pravu. Tada trigonometrijski Furijeov red funkcije f konvergira u svakoj taqki

x P R ka vrednosti fpx´0q`fpx`0q

2
.

Ako deo po deo glatka funkcija f na segmentu r´l, ls jox zadovoǉava i jednakost fp´lq “

fplq, onda ǌen trigonometrijski Furijeov red konvergira ravnomerno na tom segmentu i
ǌegova suma je jednaka fpxq za svako x P r´l, ls.
Furijeov red Riman-intergrabilne funkcije na segmentu r´l, ls se mo�e na tom segmentu
integraliti qlan po qlan.
Neka f P Cmr´l, ls i fp´lq “ fplq, f 1p´lq “ f 1plq, . . . f pmqp´lq “ f pmqplq. Neka pored toga
funkcija f ima na segmentu r´l, ls deo po deo neprekidan izvod reda m ` 1. Tada:

1. konvergira brojni red
8
ř

n“1

pkπ
l

qmp|ak| ` |bk|q,

2.Furijeov red takve funkcije mo�emo na datom segmentu diferencirati qlan po qlan m
puta.

110. Neka je c P R, l ą 0 i 0 ă ξ1 ă ¨ ¨ ¨ ă ξn ă . . . niz rexeǌa jednaqine tan lξ “ cξ.
Dokazati da je sistem funkcija tsin ξnx : n P Nu ortogonalan u Cr0, ls.

Rexeǌe. Treba pokazati da je
l
ş

0

sin ξnx sin ξmxdx “ 0 za n ‰ m i da je
n
ş

0

sin2 ξndx ‰ 0.

Primenom adicionih formula sin ξnx sin ξmx “ 1
2
pcos pξn ´ ξmqx ´ cos pξn ` ξmqxq, do-

bija se
l
ş

0

sin ξnx sin ξmxdx “ 1
2
sin pξn´ξmql

ξn´ξm
´ 1

2
sin pξn`ξmql

ξn`ξm
“ c

2
sin pξn´ξmql
tan ξn´tan ξm

´ c
2

sin pξn`ξmql
tan ξn`tan ξm

“

c
2
p

sin pξn´ξmql cos lξn cos lξm
sin lξn cos lξm´sin lξm cos lξn

´
sin pξn`ξmql cos lξn cos lξm
sin lξn cos lξm`sin lξm cos lξn

q “ c
2
pcos lξn cos lξm´cos lξn cos lξmq “ 0,

za m ‰ n. Ako je m “ n, dobija se
l
ş

0

sin2 ξndx ą 0.
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111. Razlo�iti u Furijeov red funkciju cos4 x, x P p´π, πq.

Rexeǌe. Nenula su samo koeficijenti a1, a2, a3.

112. Dokazati da trigonometrijski red
8
ř

n“1

sinnx?
n

ne mo�e biti Furijeov red nijedne deo

po deo neprekidne funkcije na r´π, πs.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno. Tada va�i Parsevalovala jednakost 1
π

π
ş

´π

f 2pxqdx “

8
ř

n“1

1
n
. Me�utim, leva stranaje konaqna, a desna nije. Kontradikcija.

113. Razlo�iti u Furijeov red periodiqnu funkciju osnovne periode 2π koja je na seg-
mentu r´π, πs odre�ena formulom

fpxq “

#

1, ´π ď x ă 0,

´1, 0 ď x ă π.

Rexeǌe. Furijeov red zadate funkcije u svim taqkama u kojima je neprekidna konvergira
ka vrednosti same funkcije , dok u nuli i na krajevima segmenta r´π, πs konvergira ka
fpx0´0q`fpx0`0q

2
, gde je x “ 0,˘π.

a0 “
1

π

π
ż

´π

fpxqdx “
1

π

o
ż

´π

dx `
1

π

π
ż

0

p´1qdx “ 0,

an “
1

π

π
ż

´π

fpxq cosnxdx “ 0, n ě 1,

bn “
1

π

π
ż

´π

fpxq sinnxdx “
2

nπ
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1.

114. Razlo�iti u Furijeov red funkciju na intervalu p0, 2lq

fpxq “

#

A, 0 ď x ă l,

0, l ď x ă 2l.
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Rexeǌe. Sliqno prethodnom zadatku, raqunaju se koeficijenti:

a0 “ A,

an “
1

l

l
ż

´l

fpxq cos
nπx

l
“ 0, n ě 1,

bn “
1

l

l
ż

´l

fpxq sin
nπx

l
“

A

nπ
pp´1q

n`1
` 1q, n ě 1.

115. Funkciju fpxq “ x ´ rxs razlo�iti u Furijeov red.

Rexeǌe. Funkcija je 1-periodiqna, neprekidno-diferencijabilna izuzev u celobrojnim

taqkama gde ima prekide prve vrste. Dakle, mo�e se razviti u Furijeov red a0`
8
ř

n“1

an cos 2nπx`

bn sin 2nπx. Ovaj red konvergira ka fpxq za x ‰ k, odnosno ka 1
2
u celobrojnim taqkama.

a0 “
1
1
2

1
2

ż

´ 1
2

fpxqdx “ 2

1
ż

0

px ´ rxsqdx “ 2
x2

2
|
1
0 “ 1,

an “ 2

1
ż

0

px ´ rxsq cos 2nπxdx “ 2

1
ż

0

x cos 2nπxdx “
1

2n2π
cos p2nπxq|

1
0 “ 0,

bn “ 2

1
ż

0

px ´ rxsq sin 2nπxdx “ 2

1
ż

0

x sin 2nπx “ ´
1

nπ
`

sin 2nπx

2n2π2
|
1
0 “ ´

1

nπ
.

116. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ |x| na intervalu p´π, πq.

Rexeǌe. Funkcija je neprekidna na p´π, πq i ima deo po deo neprekidan izvod svuda sa i
ima deo po deo neprekidan izvod svuda, sa izuzetkom taqke x “ 0. Sa periodom 2π produ�ava
se na celu realnu osu i mo�e se razviti u Furijeov red.

a0 “ π,

an “
1

π

π
ż

´π

fpxq cosnxdx “
2

πn2
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1

bn “ 0, n ě 1

jer je funkcija parna.
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117. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ sin ax, a P RzZ na intervalu p´π, πq.

Rexeǌe. Zbog neparnosti funkcije je

an “ 0, n ě 0,

bn “
2

π

ż π

0

sin ax sinnxdx “
2

π

p´1qn`1n

n2 ´ a2
sin aπ, |a| ‰ n, n ě 1.

118. Funkciju fpxq “ max tsinx, 0u razviti u Furijeov red na p´π, πq i napisati kako
glasi Parsevalova nejednakost.

Rexeǌe. a0 “ 2
π
, an “ 1

π
p´1qnn´1

n2´1
, n ‰ 1, a1 “, b1 “ 1

2
, bn “ 0, n ě 2.

119. Razlo�iti u Furijeov red funkciju

fpxq “

#

x, ´π ă x ă π,

0, x “ ´π, π,

fpx ` 2πq “ fpxq, x P R. Ispitati ǌegovu konvergenciju i na�i sumu reda
8
ř

n“1

p´1qn´1

2n´1
.

Rexeǌe. an “ 0, n ě 0, bn “
2p´1qn`1

n
, n ě 1. Tra�ena suma je π

4
.

120. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ sinh ax, ´π ď x ď π i ispitati ǌegovu
konvergenciju.

Rexeǌe. an “ 0, n ě 0, bn “ 2 sinh aπ
π

p´1qn`1n
a2`n2 .

121. Razlo�iti u Furijeov red po kosinusima funkciju

fpxq “

#

1, 0 ă x ă h,

0, h ă x ă π,

gde je h P p0, πq. Izraqunati
8
ř

n“0

p´1qn

2n`1
.

Rexeǌe. Funkcija se produ�ava parno, a koeficijenti su: a0 “ 2h
π
, an “ 2 sinh

n
, n ě 0,

bn “ 0, n ě 1.
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122. Ako su an i bn Furijeovi koeficijenti integrabilne funkcije f sa osnovnim periodom

2π, odrediti Furijeove koeficijente An i Bn funkcije Steklova fhpxq “ 1
2h

şx`h

x´h
fptqdt.

Rexeǌe. A0 “ a0, An “ an sinhnh
nh

, Bn “ bn sinhnh
nh

.

123. Razlo�iti u Furijeov red funkciju fpxq “ x2:
1. po kosinusima,
2. po sinusima,
3. na intervalu p0, 2πq.

Koriste�i dobijeno razlagaǌe dokazati da je
8
ř

n“1

1
k2

“ π2

6
,

8
ř

n“1

p´1qk`1

k2
“ π2

12
,

8
ř

n“1

1
p2n´1q2

.

Rexeǌe. Funkciju razmatranu na r´π, πs 2π-periodiqno produ�imo na celu brojnu pravu.
Tada dobijamo neprekidnu i deo po deo glatku funkciju koja se sa datom funkcijom poklapa
na segmentu r´π, πs i koja se mo�e razlo�iti u Furijeov red po kosinusima.

a0 “
2π2

3
,

an “ p´1q
n 4

n2
, n ě 1

bn “ 0, n ě 1.

2. Funkciju razmatranu na r0, πs po neparnosti produ�imo na r´π, πs i 2π-periodiqno
produ�imo na celu brojnu pravu.

a0 “ 0,

an “ 0, n ě 1,

bn “
2π

n
p´1q

n`1
`

4

πn2
pp´1q

n
´ 1q, n ě 1.

3.Funkciju razmatranu na r0, 2πs 2π-periodiqno produzimo na celu brojnu pravu.

a0 “
8π2

3
,

an “
4

n2
, n ě 1,

bn “ ´
4π

n
, n ě 1.

124. Razlo�iti u Furijeov red funkciju

fpxq “

$

’

&

’

%

x, 0 ď x ď 1,

1, 1 ă x ă 2,

3 ´ x, 2 ď x ď 3.
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Rexeǌe. a0 “ 4
3
, an “ 3

π2n2 pcos 2nπ
3

´ 1q, bn “ 0, n ě 1.

125. Funkciju fpxq “ x, 0 ă x ă 2 razviti:
1. u Furijeov sinusni red,
2. u Furijeov kosinusni red,
3. Primeniti Parsevalovu jednakost na Furijeov red dobijen pod 2. i na osnovu toga na�i

sumu reda
8
ř

n“1

1
n4

4. Na�i Furijeov red funkcije x Ñ x2, 0 ă x ă 2 integraǉeǌem Furijeovog reda pod 1. i

na osnovu toga na�i sumu reda
8
ř

n“1

p´1qn´1

n2 .

Rexeǌe. 1. a0 “ 0, an “ 0, bn “ ´ 4
nπ

cosnπ, n ě 1,

2. a0 “ 2, an “ 4
n2π2 pcosnπ ´ 1q, n ě 1,

3. S “ π4

90
,

4. S “ π2

12
.

126. Funkciju zadatu sa

fpxq “

#

cosx, |x| ď π
2
;

0, π
2

ă |x| ď π.

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“2

p´1qk sin 2k
p2k´1q2kp2k`1q

,

8
ř

k“2

1
p4k2´1q2

.

127. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

cos πx
4h
, |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

cos2 2k
π2´4k2

,
8
ř

k“1

1
p4k2´1q2

.

128. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

1 ´ x2

4h2 , |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

p´1qkpsin p2kq´2k cos p2kqq

k3
,

8
ř

k“1

sin p2kq´2k cos p2kq

k3
,
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129. Funkciju zadatu sa

fpxq “

#

cosx, |x| ď π
2
;

0, π
2

ă |x| ď π.

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“2

p´1qk sin 2k
p2k´1q2kp2k`1q

,

8
ř

k“2

1
p4k2´1q2

.

130. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

cos πx
4h
, |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

cos2 2k
π2´4k2

,
8
ř

k“1

1
p4k2´1q2

.

131. Funkciju zadatu sa

fhpxq “

#

1 ´ x2

4h2 , |x| ď 2h;

0, 2h ă |x| ď π.

za 0 ă h ď π
2

i 2π-periodiqno produ�enu, razviti u Furijeov red i na�i sume redova
8
ř

k“1

p´1qkpsin p2kq´2k cos p2kqq

k3
,

8
ř

k“1

sin p2kq´2k cos p2kq

k3
,

1.8 Diferencijalne jednaqine

1.8.1 Darbuova diferencijalna jednaqina

Darbuova DJ je DJ Mpx, yqdx ` Npx, yqdy ` P px, yqpxdy ´ ydxq “ 0, gde su M i N
homogeniteta α, a P homogeniteta β. Ako je β ´ α ` 2 ‰ 0 ili β ´ α ` 1 ‰ 0, jednaqina
se smenom y “ xz svodi na Bernulijevu DJ i dobija se DJ pMp1, zq ` zNp1, zqqdx `

Np1, zqxdz ` P p1, zqxβ´α`2dz “ 0. Posebno treba ispitati da li su y “ z0x, x ă 0 i
y “ z0x, x ą 0 rexeǌa (ovde je Mp1, z0q ` z0Np1, z0q “ 0). Ako je β ´α` 2 “ 0 jednaqina
je linearna, a ako je β ´ α ` 1 “ 0 homogena.

132. Odrediti opxte rexeǌe px2 ´ y2qdx ` xydy ` kyxm`1pxdy ´ ydxq “ 0.
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Rexeǌe. Jednaqina je Darbuova, pri qemu su M i N homogeniteta 2, a P homogeniteta
m`2. Smenom xy “ z se dobija p1´ z2 ` z2qdx` zxdz`kzxm`2dz “ 0, odnosno x1 ` zx “

´kzxm`2. Ako je m ` 2 ‰ 2 i m ` 2 ‰ 1 dobija se Bernulijeva DJ koja se rexava smenom
x´pm`1q “ v. Lako se dobija v1 ´ zvpm` 1q “ kpm` 1qz odakle imamo v “ ´k `Ce

m`1
2

z2 ,

odnosno x´pm`1q “ Ce
m`1

2
y2

x2 ´ k. Ako je m ` 2 “ 1, dobija se homogena linearna DJ

x1 ` zx “ ´kzx, odnosno x1 ` pk ` 1qzx “ 0, qije rexeǌe je x “ Ce´
pk`1qy2

2x2 . Ako je

m ` 2 “ 0, imamo DJ x1 ` pk ` xqz “ 0, odakle je x “ Ce´
y2

2x2 ´ k.

1.8.2 Rikatijeva diferencijalna jednaqina

Rikatijeva DJ je DJ oblika y1 “ ppxqy2 ` qpxqy ` rpxq, gde su p, q, r P Cpa, bq. DJ nema
singularnih reheǌa, a oblast egzistencije i jedinstvenosti rexeǌa je pa, bq ˆ p´8,8q.
Postoji nekoliko podtipova koje �emo rexavati: 1) y1 “ fpxqpay2 ` by ` cq,
2) y1 “ a

x2 ` b
x
y ` c,

3) y1 “ a
x
y2 ` 1

2x
y ` c, koja se rexava smenom y “

?
xz,

4) y1 “ ay2 ` b
x
y ` c

x2 , koja se rexava smenom xy “ z.
Ako je poznato partikularno rexeǌe φ1 Rikatijeve jednaqine, opxte rexeǌe je oblika
y “ φ1pxq ` 1

z
.

133. Uraditi zadatke 57 i 86 iz zbirke J. Kne�evi�-Miǉanovi�.

Rexeǌe. Zbirka Diferencijalne jednaqine 1, Zadaci sa elementima teorije: Ako su po-
znata dva partikularna rexeǌa Rikatijeve DJ φipxq, i “ 1, 2, opxte rexeǌe je obli-

ka ypxq´φ1pxq

ypxq´φ2pxq
“ Ce

ş

ppxqpφ1pxq´φ2pxqqdx, a ako su poznata tri partikularna rexeǌa φipxq,

i “ 1, 2, 3, opxte rexeǌe je ypxq´φ2pxq

ypxq´φ1pxq
: φ3pxq´φ2pxq

φ3pxq´φ1pxq
“ C1.

134. Rexiti x2y1 `x2y2 `xy “ 4, ako je poznato da su partikularna rexeǌa oblika fpxq

i fp´xq.

Rexeǌe.
x2f 1

pxq ` x2f 2
pxq ` xfpxq “ 4,

´x2f 1
p´xq ` x2fp´xq ` xfpxq “ 4.

Smenom ´x u drugu jednaqinu, dobija se

´x2f 1
pxq ` x2f 2

pxq ´ xfpxq “ 4.

Sabiraǌem prve i posledǌe jednaqine se dobija

x2f 2
pxq “ 4,
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odnosno fpxq “ ˘ 2
x
. Rexeǌe se nalazi iz prethodnog zadatka,

y ´ 2
x

y ` 2
x

“ Ce´
ş

4
x
dx

“
C

x4
.

x “ 0 je partikularno rexeǌe koje se dobija za C “ 0.

135. Rexiti y1 ` y2 `
y
x

´ 4
x2 “ 0.

Rexeǌe. Ovo je podtip 4 i rexava se smenom xy “ z, y1 “ z1x´z
x2 . Dobija se z1x “ 4 ´ z2,

odakle sledi p z`2
2´z

q “ Cx4, odnosno y “ 2Cx4´2
x`Cx5 .

1.8.3 Diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencija-
lom

Diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencijalom je diferencijalna jednaqina obli-
ka Mpx, yqdx ` Npx, yqdy “ 0, pri qemu su M,N definisane i neprekidne u G Ă R2.

Teorema. Neka suM,N,M 1
y, N

1
x definisane i neprekidne funkcije uG, pri qemu jeM2px, yq`

N2px, yq ‰ 0 za svako px, yq P G. Jednaqina Mpx, yqdx ` Npx, yqdy “ 0 je jednaqina sa
totalnim diferencijalom akko M 1

y “ N 1
x za svako px, yq P G.

F 1
x “ M,

odakle se integracijom dobija

F px, yq “

ż x

x0

Mpt, yqdt ` φpyq,

F 1
y “

ż x

x0

Mpt, yqdt ` φ1
pyq “ Npx, yq.

Kako je M 1
y “ N 1

x, imamo

ż x

x0

N 1
tpt, yqdt ` φ1

pyq “ Npx, yq,

odakle je φ1pyq “ Npx0, yq. Dakle,

φpyq “

ż y

y0

Npx0, tqdt ` C,

F px, yq “

ż x

x0

Mpt, yqdt `

ż y

y0

Npx0, tqdt ` C.
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136. Rexiti xpy2 ` 1qdx ` px2y ` 2y3qdy “ 0.

Rexeǌe. Kako je M 1
y “ N 1

x, to je u pitaǌu DJ sa totalnim diferencijalom. Uze�emo

px0, y0q “ p0, 0q, pa je
şx0

0
tpy2 ` 1qdt`

şy

0
2t3dt “ C, odnosno x2py2 ` 1q ` y4 “ C1, C1 ą 0.

137. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y1 cos y ` x sin y cos2 y ´ sin3 y “ 0.

Rexeǌe. 1
sin2 y

“ 1 ` Cex
2

´ 2ex
2 ş

e´x2
dx, y “ kπ, k P Z.

138. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y1 tan y ` 4x3 cos3 y “ 2x.

Rexeǌe. 1
cos3 y

“ Ce´3x2
` 2x2 ´ 2

3
.

139. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xp1 `
a

x2 ´ yqdx ´
a

x2 ´ ydy “ 0.

Rexeǌe. x2 ` 2
3
px2 ´ yq

3
2 “ C.

1.8.4 Integracioni faktor

Funkciju µ “ µpt, xq definisanu, neprekidnu i razliqitu od 0 u jednostruko povezanoj
oblasti D nazivamo integracionim faktorom jednaqine Pdt ` Qdx ako je µPdt ` µQdx
jednaqina sa totalnim diferencijalom.
Ako se integracioni faktor mo�e izraziti pomo�u funkcije µ “ µpωq, tada iz pµP q1

x “

pµQq1
t dobijamo dµ

µ
“

P 1
x´Q1

t

ω1
tQ´ω1

xP
dω.

140. Odrediti integracioni faktor:
1. diferencijalne jednaqine koja razdvaja promenǉive,
2. linearne diferencijalne jednaqine.

Rexeǌe. Diferencijalna jednaqina y1 “ fpxqgpyq ima integracioni faktor µ “ 1
gpyq

jer

pomno�ena sa ǌim postaje diferencijalna jednaqina sa totalnim diferencijalom. Iz 1
µ

“ 0
se dobijaju eventualna singularna rexeǌa. Linearna diferencijalna jednaqina ima inte-
gracioni faktor e

ş

ppxqdx.

141. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xp1 ` xy2qy1 “ yp2 ´ 3xy2q i odrediti rexeǌe
koje prolazi kroz p´2, 0q.
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Rexeǌe.
yp2x ´ 3xy2qdx ´ xp1 ` xy2qdy “ 0,

dµ

µ
“

3 ´ 7xy2

´xp1 ` xy2qBω
Bx

´ yp2 ´ 3xy2qBω
By

,

ω “ α ln |x| ` β ln |y|,

x2 ´ x3y2

y
“ C,

y “ 0, x ă 0.

142. Rexiti diferencijalnu jednaqinu 2xy ln ydx ` px2 ` y2
a

y2 ` 1qdy “ 0.

Rexeǌe. x2 ln y ` 1
3
py2 ` 1q

3
2 “ C.

143. Rexiti diferencijalnu jednaqinu p
a

x2 ´ y ` 2xqdx´ dy “ 0 ako je poznato da ima
µ “ µpx2 ´ yq.

Rexeǌe. x ` 2
a

x2 ´ y “ C.

144. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

px2
` y2 ` 1qdx ´ 2xydy “ 0.

Rexeǌe.

145. Rexiti diferencijalnu jednaqinu

p3xy3 ´ 4xy ` yqy1
` y2py2 ´ 2q “ 0.

Rexeǌe.
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1.9 Diferencijalne jednaqine koje se rexavaju bez i sa pa-
rametrizacijom

146. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y12 ´ py ` x2qy1 ` x2y “ 0.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe py ´ x3

3
´ Cqpy ´ Dexq “ 0, px0, x

2
0q singularne taqke.

147. Rexiti diferencijalnu jednaqinu py1q3 ´ 4yy1 “ 0.

Rexeǌe.

148. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xy12 ´ 2y1 ` 4x “ 0.

Rexeǌe. Opxte rexeǌe p
y
x2 ´

?
y

x2
´4

x
´ CqpD ´ xp

y
x

`

b

y2

x2 ´ 4qq “ 0.

149. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ´ y12ey
1

“ 0.

Rexeǌe. x “ eupu ` 1q ` C, y “ u2eu je opxte rexeǌe u parametarskom obliku.

150. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ln y1 ` y1 ´ y ln y ´ xy “ 0, y ą 0, y1 ą 0.

Rexeǌe. x “ lnu ` u
y

´ ln y, ln |y| ` C “ u
y

` u2

2y2
.

151. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y ´ yy12 ´ 2y1x “ 0.

Rexeǌe. x “ C v2´1
v2

, y “ ´2C
v
.

152. Pogodnom smenom uprostiti diferencijalnu jednaqinu i rexiti je y2y12 ´ 2xyy1 `

2y2 ´ x2 ` a “ 0.

Rexeǌe. y2 “ ´px ´ cq2 ` c2´a
2

.

153. Rexiti diferencijalnu jednaqinu xn´1y1n ´ nxy1 ` y “ 0, n ‰ 0, x ą 0.

Rexeǌe.
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1.10 Lagran�ova i Klerova diferencijalna jednaqina

154. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y “ 3xy1 ´ 7y13.

Rexeǌe.

155. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y “ xy1 `
a

y12 ` 1.

Rexeǌe.

156. Rexiti diferencijalnu jednaqinu ln y1 ` xy1 ` ay ` b “ 0.

Rexeǌe.

157. Rexiti diferencijalnu jednaqinu yy12 ` axy1 ` by “ 0, a ‰ 0, b ‰ 0.

Rexeǌe.

1.11 Neki integrabilni tipovi nelinearnih diferencijal-
nih jednaqina n-tog reda

• F px, ypnqq “ 0 je najjednostavnija diferencijalna jednaqina qije se opxte rexeǌe
dobija uzastopnom integracijom n puta. Ova jednaqina nema singularnih rexeǌa.

• F px, ypkq, ypk`1q, . . . ypnqq “ 0 se smenom ypkq “ z transformixe u diferencijalnu
jednaqinu ni�eg reda.

• Ako je diferencijalna jednaqina oblika fpy, y1, y2, . . . ypnqq “ 0, red diferencijalne
jednaqine se sni�ava za jedna smenom y1 “ z, gde je y ‰ const nova nezavisno promen-
ǉiva, a z “ zpyq nova nepoznata funkcija.

• Diferencijalnoj jednaqini homogeniteta m, odnosno

F px, ty, ty1, . . . typnq
q “ tmF px, y, y1, . . . ypnq

q

red se sni�ava smenom y1 “ yz, gde je z “ zpxq nova nepoznata funkcija.

• Ako je diferencijalna jednaqina uopxtena homogena diferencijalna jednaqina

F petx, ekty, epk´1qty1, . . . epk´nqtypnq
q “ emtF px, y, y1, . . . , ypnq

q za neke k i m,

jednaqina se transformixe u jednaqinu tre�eg tipa parametrizacijom x “ et, y “

uekt, gde je t nova nezavisno promenǉiva, a u “ uptq nova nepoznata funkcija.
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158. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x “
y2

1`y22

Rexeǌe. y2 “ x?
1´x2 ima opxte rexeǌe ´1

2
arcsinx ´ 1

2
x

?
1 ´ x2 ` c1x ` c2, |x| ă 1.

159. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ` 2y1 “ exy12.

Rexeǌe. y “ ´e´x ´ c1x ` c1 ln |1 ` c1e
x| ` c2, y “ c.

160. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y22 “ 4py1 ´ 1q.

Rexeǌe. y “ x ` 1
3
px ` c1q

3 ` c2, y “ x ` c.

161. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 “ lnx
x

, x ą 0.

Rexeǌe. y “ 1
2
x ln2 x ´ x lnx ` x ` C1x ` C2.

162. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x ´ sin y2 ` 2y2 “ 0.

Rexeǌe. dy “ pt sin t ` cos t ´ t2 ` C1qpcos t ´ 2qdt.

163. Odrediti sva rexeǌa diferencijalne jednaqine y2 ´xy3 `y33 “ 0 koja zadovoǉavaju
poqetne uslove yp1q “ 1, y1p1q “ 0, y2p1q “ 0.

Rexeǌe. y “ C1
x3

6
´ C3

1
x2

2
` C2x ` C3 je opxte rexeǌe, y “ ˘ 8

105
?
3
x

7
2 ` C4x ` C5 je

singularno rexeǌe za u ‰ 0. postoje 3 rexeǌa koja zadovoǉavaju poqetne uslove.

164. Rexiti diferencijalnu jednaqinu yy2 ´ 2yy1 ln y ´ y12 “ 0, y ą 0.

Rexeǌe.

165. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine ypxy2 ` y1q “ xy12p1 ´ xq.

Rexeǌe.

166. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x3y2 ` 2xyy1 ´ x2y12 ´ y2 “ 0.

Rexeǌe.
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1.12 Linearne diferencijalne jednaqine n-tog reda

ypnq ` p1pxqypn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pnpxqy “ fpxq je kanonski oblik linearne difrencijalne jed-
naqine n-tog reda ( za fpxq “ 0 dobija se odgovaraju�a homogena linearna diferencijalna
jednaqina. Skup rexeǌa posmatrane jednaqine obrazuje vektorski prostor nad poǉem R(C).

1.12.1 Homogene linearne diferencijalne jednaqine vixeg
reda sa konstantnim koeficijentima

167. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine

• y3 ´ 13y1 ´ 12 “ 0,

• y3 ´ 7y2 ` 16y1 ´ 12y “ 0,

• yp6q ´ 4yp5q ` 8yp4q ´ 8y3 ` 4y2 “ 0.

Rexeǌe.

168. Odrediti Koxijevo rexeǌe diferencijalne jednaqine y3 `y2 “ 0, yp0q “ 1, y1p0q “

0, y2p0q “ 1.

Rexeǌe.

1.12.2 Nehomogene linearne DJ vixeg reda sa konstantnim
koeficijentima, ypnq ` p1y

pn´1q ` ¨ ¨ ¨ ` pny “ fpxq

Rexeǌe je ypxq “ yHpxq ` yppxq, gde se koristi tablica:

Tablica rexeǌa nehomogenih linearnih DJ sa konstantnim koeficijentima:
fpxq α, β yppxq

Pnpxq α “ β “ 0 xsPnpxq

eαxPnpxq α ‰ 0, β “ 0 xseαxPnpxq

Pnpxq cos pβxq ` Qmpxq sin pβxq α “ 0, β ‰ 0 xspPkpxq cos pβxq ` Qkpxq sin pβxqq

eαxpPnpxq cos pβxq ` Qmpxq sin pβxqq α ‰ 0, β ‰ 0 xseαxpPkpxq cos pβxq ` Qkpxq sin pβxqq

s- vixestrukost broja α ` iβ kao korena karakteristiqne jednaqine, k “ max tm,nu

169. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ cosx ` 2ex.

Rexeǌe.

170. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y3 ´ y2 ` y1 ´ y “ x2 ` x.
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Rexeǌe.

171. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ´ 4y1 ` 5y “ psinx ` 2 cosxqe2x.

Rexeǌe.

1.12.3 Metod varijacije konstanti

y1pxq, y2pxq, . . . ynpxq obrazuju fundamentalni sistem rexeǌa homogene DJ

yHpxq “ C1y1pxq ` C2y2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` Cnynpxq.

Problem se svodi na rexavaǌe sistema

C 1
1pxqy1pxq ` C 1

2pxqy2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqynpxq “ 0,

C 1
1pxqy1

1pxq ` C 1
2pxqy1

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy1

npxq “ 0,

C 1
1pxqy2

1pxq ` C 1
2pxqy2

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy2

npxq “ 0,

C 1
1pxqy2

1pxq ` C 1
2pxqy2

2pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqy2

npxq “ 0,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

C 1
1pxqy

pn´1q

1 pxq ` C 1
2pxqy

pn´1q

2 pxq ` ¨ ¨ ¨ ` C 1
npxqypn´1q

n pxq “ fpxq,

172. Rexiti diferencijalnu jednaqinu y2 ` 4y “ 2 tanx metodom varijacije konstanti.

Rexeǌe.

1.13 Linearne DJ sa funkcionalnim koeficijentima

1.13.1 Ojlerova DJ

173. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x2y2 ´ xy1 ` 4y “ cos lnx ` x sin lnx.

Rexeǌe.

174. Odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine px` aq3y3 ` 3p1´ bqpx` aq2y2 `

p3b2 ´ 3b ` 1qpx ` aqy1 ´ b3y “ c, a, b, c P R.

Rexeǌe.
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1.13.2 Abelova formula

Ako je y1pxq partikularno rexeǌe homogene linearne DJ, tada se smenom y “ y1z, z “

zpxq sni�ava red te jednaqine za 1.
Ako je y1pxq partikularno rexeǌe DJ y2 ` ppxqy1 ` qpxq “ 0, tada je drugo partikularno

rexeǌe mogu�e dobiti formulom Abela y2pxq “ y1pxq
ş

e´
ş

ppxqdx

y21pxq
dx.

175. Rexiti homogenu linearnu DJ sin p2xqy2 ´2 cosxp3 cosx`2qy1 ´4 sinxp1`cosxqy “

0, y1pxq “ cosx.

Rexeǌe.

176. Rexiti nehomognu linearnu diferencijalnu jednaqinu xy2`2y1`y “ 1
x
ako je poznato

jedno rexeǌe odgovaraju�e homogene linearne diferencijalne jednaqine y1pxq “ sinx
x

.

Rexeǌe.

1.13.3 Stepeni redovi

177. U blizini koordinatnog poqetka odrediti opxte rexeǌe diferencijalne jednaqine
2px2 ` x3qy2 ´ px ´ 3x2qy1 ` y “ 0.

Rexeǌe. y1pxq “
c1x`c2|x|

1
2

1`x
, c1, c2 P R.

178. Rexiti diferencijalnu jednaqinu x2y2 ` px2 ´ 3xqy1 ´ px ´ 4qy “ 0.

Rexeǌe. ypxq “ c1y1pxq ` c2y2pxq, gde su y1pxq “ x2e´x, y2pxq “ x2 ln |x|e´x ` x2px ´
3
4
x2 ` 11

36
x3 ` . . . q, za c1, c2 P R.
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1.13.4 Grinova funkcija

Gpt, sq “

#

x1ptqx2psq

W psq
, α ď t ď s,

x1psqx2ptq
W psq

, s ď t ď β.

179. Na�i Grinovu funkciju za graniqni zadatak t2x2 ´ 2x “ fpxq, xp1q “ 0, xp2q `

2x1p2q “ 0.

Rexeǌe.

Gpt, sq “

#

1´t3

3st
, 1 ď t ď s,

1´s3

3st
, s ď t ď 2.

180. Na�i Grinovu funkciju za graniqni zadatak x2 ´ x “ fptq, xptq ograniqeno za
t Ñ ˘8.

Rexeǌe.

Gpt, sq “

#

et´s

2
, ´8 ď t ď s,

es´t

2
, s ď t ď 8.

1.14 Sistemi diferencijalnih jednaqina

181. Svesti na normalni sistem diferencijalnu jednaqinu: y2 ` ppxqy1 ` qpxqy “ rpxq,
i sistem diferencijalnih jednaqina: y2 “ z, z1 “

2y
x2 ´ y1.

Rexeǌe.

182. Metodom eliminacije rexiti sistem: y2 “ 2y ´ 3z, z2 “ y ´ 2z.

Rexeǌe.

183. Metodom eliminacije rexiti sistem diferencijalnih jednaqina: x2y1 ´ z “ 0, xz1 `

xpx2 ` 2qy “ 4z

Rexeǌe.
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184. Metodom eliminacije rexiti sistem diferencijalnih jednaqina: xy1 ´ y ´ 3z “ 0,
xz1 ´ y ` z “ 0.

Rexeǌe.

185. Rexiti: dx
x`2`z2

“
dy
y

“ dz
z
.

Rexeǌe.

186. Rexiti: dx
x

“
dy
y

“ dz
z`u

“ du
x`y

.

Rexeǌe.

187. Rexiti: dx
4y´3z

“
dy

4x´2z
“ dz

2y´3x
.

Rexeǌe.

188. Rexiti Koxijev problem sistema diferencijalnih jednaqina: dx
x2´y2

“
dy

y2´yz
“

dz
zpx`yq

, zp0q “ ´1, yp0q “ 1.

Rexeǌe.

189. Odrediti opxte rexeǌe nehomogenog linearnog sistema diferencijalnih jednaqina:
y1
1 “ y2 ` tan2 x ` 1, y1

2 “ ´y1 ` tanx.

Rexeǌe.

190. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ y2 ` tan2 x ` 1,

y1
2 “ ´y1 ` tanx

, ako su poznata dva linearno nezavisna rexeǌa odgovaraju�eg homogenog sistema.

Rexeǌe.

57



191. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 5y1 ` 4y2,

y1
2 “ 4y1 ` 5y2.

Rexeǌe.

192. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 2y1 ` y2,

y1
2 “ ´y1 ` 2y2.

Rexeǌe.

193. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 5y1 ` 2y2,

y1
2 “ ´4y1 ´ y2.

Rexeǌe.

194. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 3y1 ` y2,

y1
2 “ ´y1 ` y2.

Rexeǌe.

195. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 2y1 ` y2,

y1
2 “ y1 ` 3y2 ´ y3,

y1
3 “ ´y1 ` 2y2 ` 3y3.

Rexeǌe.
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196. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

y1
1 “ 2y1 ´ y2 ´ y3,

y1
2 “ 3y1 ´ 2y2 ´ 3y3,

y1
3 “ ´y1 ` y2 ` 2y3.

Rexeǌe.

197. Matriqnom metodom rexiti sistem diferencijalnih jednaqina

xy1
1 “ ´6y1 ` y2 ` 3y3,

xy1
2 “ ´23y1 ` 6y2 ` 9y3,

xy1
3 “ ´y1 ´ y2 ` 2y3.

Rexeǌe.

1.15 Parcijalne diferencijalne jednaqine 1. reda

198. Rexiti Koxijev problem homogene linearne parcijalne diferencijalne jednaqine
pz ´ yqBu

Bx
` z Bu

By
` y Bu

Bz
“ 0, u|x“1 “ y ` z.

Rexeǌe.

199. Rexiti homogenu linearnu parcijalnu diferencijalnu jednaqinu p2z´3yqBu
Bx

`p3x´

zqBu
By

` py ´ 2xqBu
Bz

“ 0.

Rexeǌe.

200. Odrediti jednaqinu povrxi G koja sadr�i krug x2 ` y2 “ r2, z “ h i ortogonalna
je na familiju hiperboloida xy “ cz2, h, r, c ‰ 0.

Rexeǌe.

201. Rexiti Pfafove jednaqine dz “ p2x2 ` 2xz ` 2xy2 ´ 1qd ´ 2ydy pcosx ` exqdx `

pex ` eyzqdy ` eydz “ 0.

59



Rexeǌe.

202. Na�i potpuni, opxti i singularni integral jednaqine p “ pqy ` zq2 i odrediti
uslove postojaǌa Koxijevog integrala koji sadr�i krivu y “ 1, z “ gpxq.

Rexeǌe.

203. Odrediti potpune integrale posebnih tipova parcijalnih diferencijalnih jednaqi-
na 1. Apx, pq “ Bpy, qq (parcijalna diferencijalna jednaqina koja razdvaja promenǉive),
2. z “ xp ` yq ` fpp, qq (Klerova parcijalna diferencijalna jednaqina),
3. F pz, p, qq “ 0.

Rexeǌe.

1.16 Parcijalne diferencijalne jednaqine 2. reda

204. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine uxx´2 sinxuxy´p3`cos2 xquyy´

cosxuy “ 0 i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je hiperboliqnog tipa, a kanonski oblik je yξη “ 0

205. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine x2uxx`2xyuxy`y2uyy´2yux “ 0
i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je paraboliqnog tipa, a kanonski oblik je uηη ` 2p
ξ
η
q2uξ “ 0.

206. Odrediti tip parcijalne diferencijalne jednaqine y2uxx`2xyuxy`2x2uyy`yuy “ 0
i svesti je na kanonski oblik.

Rexeǌe. Data jednaqina je eliptiqnog tipa, a kanonski oblik je uξξ ` uηη `
uξ

ξ`η
`

uη

2η
“ 0.

207. Odrediti oblasti u kojima je jednaqina xuxx ` yuyy ` 2ux ` 2uy “ 0 hiperboliqnog,
paraboliqnog i eliptiqnog tipa i u sva tri sluqaja napisati formule transformacije za
svo�eǌe na kanonski oblik.
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Rexeǌe.

208. Na�i opxte rexeǌe slede�ih parcijalnih diferencijalnih jednaqina:
a) eyuxy ´ uyy ` uy “ 2px ` eyq,
b) 3uxx ´ 5uxy ´ 2uyy ` 3ux ` uy “ 2.

Rexeǌe.

209. Datom smenom na�i opxte rexeǌe slede�ih parcijalnih diferencijalnih jednaqina:

a) δpx2uxq

δx
“ x2uyy, vpx, yq “ xupx, yq,

b) px ´ yquxy ´ ux ` uy “ 0, vpx, yq “ px ´ yqupx, yq.

Rexeǌe.

210. Rexiti Koxijev problem:
4uxx ` 4uxy ` uyy ` 2ux ` uy ` u

4
“ 0,

u|y“0 “ x2e´x
4 , uy|y“0 “ 0.

Rexeǌe.

211. Rexiti slede�e Gursaove probleme:
a) 2uxx ´ 2uyy ` ux ` uy “ 0, |x| ă y,
u|y“x “ 1, u|y“´x “ p1 ` xqex,
b) y2uxx ` uxy “ 0, y3 ´ 8 ă 3x ă y3, 0 ă y ă 2,
u|y“2 “ 3x ` 8, u|3x“y2 “ 2y3.

Rexeǌe.

Mexoviti problem homogene talasne jednaqine na pravoj
sa homogenim graniqnim uslovima

Problem: U oblasti D “ p0, lq ˆ p0,8q odrediti netrivijalno klasiqno reseǌe u P

C2pDq X C1pD̄q homogene talasne jednaqine

utt “ a2uxx, x, t P D
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koja zadovoǉava homogene graniqne uslove

up0, tq “ 0, upl, tq “ 0, t ą 0,

i poqetne uslove
upx, 0q “ φ0pxq, u1

tpx, 0q “ φ1pxq, x P p0, lq.

Posmatrani problem se rexava Furijeovom metodom razdvajaǌa promenǉivih:

upx, tq “ XpxqT ptq, x P r0, ls, t ě 0,

XpxqT 2
ptq “ a2X2

pxqT ptq,

T 2ptq

a2T ptq
“

X2pxq

Xpxq
“ ´λ, λ “ const, Xp0q “ Xplq “ 0.

xto se svodi na rexavaǌe regularnog Xturm-Liuvilovog problema

X2
pxq ` λXpxq “ 0,

Xp0q “ Xplq “ 0,

i rexavaǌe obiqne diferencijalne jednaqine

T 2
ptq ` λa2T ptq “ 0.

Interpretacija problema: �ica du�ine l slobodno osciluje, upx, 0q “ φ0pxq daje po-
lo�aj �ice u trenutku t “ 0, u1

tpx, oq “ φ1pxq je poqetna brzina oscilovaǌa �ice. �ica
je uqvr7�ena na krajevima: up0, tq “ upl, tq “ 0 t ą 0.

Reximo razmatrani Xturm-Liuvilov problem:

X2
pxq ` λXpxq “ 0, Xp0q “ Xplq “ 0

Xpxq “ C1 cos
?
λx ` C2 sin

?
λx, Xp0q “ Xplq “ 0,

C2 ‰ 0, sin
?
λl “ 0,

λk “ p
kπ

l
q
2,

Xkpxq “ sin
a

λkx “ sin
kπx

l
.

Reximo razmatranu obiqnu diferencijalnu jednaqinu:

T 2
k ptq ` a2p

kπ

l
q
2Tkptq “ 0,

Tkptq “ Ck cos
akπt

l
` Dk sin

akπt

l
.

Rexeǌe polaznog problema je oblika upx, tq “
8
ř

k“1

ukpx, tq, ukpx, tq “ XkpxqTkptq, k ě 1.

1. Odrediti zakon oscilovaǌa�ice du�ine l, uqvr71ene na krajevima, koja je u presecima
udaǉenim za l

3
od krajǌih taqaka izvedena iz ravnote�nog polo�aja za amplitudu x0, tako

daje sredixǌi deo paralelan ǌenom ravnote�nom polo�aju, pa potom puxtena da osciluje
bez poqetne brzine.
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2 Varijacioni raqun (za B smer), Laplasova i Furijeova
transformacija (za C smer)

2.1 Varijacioni raqun

212. Na�i ekstremale funkcionala:

a) Jrys “
0
ş

´1

p12xy ´ y12qdx, yp´1q “ 1, yp0q “ 0,

b) Jrys “
2
ş

1

py12 ` 2yy1 ` y2qdx, yp1q “ 1, yp2q “ 0,

v) Jrys “
1
ş

0

yy12dx, yp0q “ 1, yp1q “
3

?
4,

g) Jrys “
π
ş

0

p4y cosx ` y12 ´ y2qdx, yp0q “ 0, ypπq “ 0.

Rexeǌe. a) Ojler-Lagran�ova jednaqina je oblika 6x ´ y2 “ 0, y “ x3 ` Cx ` D, odakle
se smenom u graniqne uslove dobija sistem ´1 ´ C ` D “ 1, D “ 0, pa je y “ x3 ´ 2x
ekstremala posmatranog funkcionala.
b) ´y2 ´ y1 ` 2y “ 0 ima opxte rexeǌe oblika ypxq “ C1e

x ` C2e
´2x, pa se smenom u

graniqne uslove dobija sistem jednaqina C1e`C2e
´2 “ 1, C2e

2 `C2e
´4 “ 0, qije rexeǌe

je C2 “ e2

e´3´1
, C1 “ 1 ´ C2e

´2.

v) ´y12´2yy2 “ 0 je diferencijalna jednaqina koja se rexava smenom z “ y1: ´z2´2yz1z “

0, odakle je z “ 0, y “ C ili z1 ` z
2y

“ 0, y ‰ 0, xto je diferencijalna jednaqina prvog

reda p
?
yzq1 “ 0, z “ C

?
y
,

?
ydy “ Cdx, y “ p3

2
Cx ` 3

2
Dq

2
3 . Iz graniqnih uslova se dobi-

jaju ekstremale, ypxq “ px ` 1q
2
3 , ypxq “ p´3x ` 1q

2
3 .

g) y2 ` y ´ 2 cosx “ 0 je diferencijalnajednaqina qiji homogeni deo rexeǌa je C1 cosx `

C2 sinx, a partikularni deo rexeǌa je oblika yp “ pax` bq cosx` pcx` dq sinx, odnosno
nakon smene u diferencijalnu jednaqinu yp “ b cosx ` px ` dq sinx. Dakle, opxte rexeǌe
je y “ px ` D2q sinx ` D1 cosx, odakle se smenom u graniqne uslove nalaze ekstremale
y “ px ` D2q sinx.

213. Na�i ekstremale funkcionala: a) Jrypxq, zpxqs “
2
ş

1

py12 ` z2 ` z12qdx yp1q “ 1,

yp2q “ 2, zp1q “ 0, zp2q “ 1,

b) Jrypxq, zpxqs “
2
ş

1

p2yz ´ 2y2 ` y12 ´ z12qdx yp0q “ 0, ypπq “ 1, zp0q “ 0, zpπq “ ´1.

Rexeǌe. a) Ojler-Lagran�ov sistem je oblika

y2
“ 0,

z ´ z2
“ 0,
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odakle je
y “ C1x ` C2,

z “ C3e
x

` C4e
´x.

Iz graniqnih uslova se dobija ekstremala

y “ x,

z “
sinh px ´ 1q

sinh 1
. b) Ojler-Lagran�ov sistem je oblika

y2
` 2y ´ z “ 0,

z2
´ y “ 0,

odakle je eliminacijom z,
ypIV q

` 2y2
` y “ 0,

y “ C1 cosx ` C2 sinx ` xpC3 cosx ` C4 sinxq,

z “ y2
` y.

Iz graniqnih uslova se dobija ekstremala

y “ C2 sinx ´
x

π
cosx,

z “ C2 sinx `
1

π
p2 sinx ´ x cosxq,

gde je C2 proizvoǉna konstanta.

2.2 Furijeova transformacija i integral

214. Na�i Furijeovu transformaciju funkcije fpxq “ e´a|x|, a ą 0.

Rexeǌe. Funkcija zadovoǉava Dirihleove uslove i apsolutno je integrabilna na realnoj
pravoj (

ş8

´8
|fpxq| “ 2

ş8

0
e´ax “ 2

a
). F pλq “ 1?

2π

ş8

´8
fpxqe´iλxdx “ 2?

2π

ş8

0
e´ax cosλxdx “

b

2
π

a
a2`λ2 .

215. Predstaviti u formi Furijeovog integrala funkciju

fpxq “

#

x, |x| ď 1,

0, |x| ą 1.

Rexeǌe. Funkcija je definisana na realnoj osi, deo-po-deo monotona, ima dve taqke pre-

kida 1. reda i apsolutno je integrabilna
infty

ş

´8

|fpxq|dx “
1
ş

´1

|x|dx “ x2|10 “ 1. Da-

kle, funkcija se mo�e predstaviti Furijeovim integralom. Funkcija je neparna, pa je
apλq “ 0; bpλq “ 2

π

ş8

0
fptq sinλt “ 2

πλ2 psinλ ´ λ cosλq. U taqkama neprekidnosti (za

x ‰ ˘1) je fpxq “ 2
π

ş8

0
1
λ2 psinλ ´ λ cosλq sin pλxqdλ, a u taqkama prekida x “ ˘1 je

2
π

ş8

0
1
λ2 psinλ ´ λ cosλq sin pλxqdλ “ 0`1

2
“ 1

2
.
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