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1 Analiza 1

1.1 Razni zadaci

1. Dokazati da za svaki realan broj x va�i nejednakost sin pcosxq ă cos psinxq.

Rexeǌe. Dokaza�emo prvo nejednakost za x P r0, π
2
q. Kako je sin z ă z za z P p0, 1q, to

je sin pcosxq ă cosx. Na intervalu r0, π
2
q funkcija cosx je opadaju�a, pa iz sinx ď x

sledi cosx ď cos psinxq. Konaqno, sledi sin pcosxq ă cos psinxq za svako x P r0π
2
q. Za

x P rπ
2
, πs je sin pcosxq ď 0 ă cos psinxq, tj. nejednakost va�i. S obzirom na parnost po-

smatranih funkcija, nejednakost va�i na intervalu r´π, πs. S obzirom na 2π-periodiqnost
posmatranih funkcija, nejednakost va�i za svako x P R.

2. Rexiti 16sin
2 x ` 16cos

2 x ď 17.

Rexeǌe. Primetimo da je cos2 x “ 1´sin2 x. Dakle, nakon smene a “ 16sin
2 x, treba rexiti

slede�e a ` 16
a
ď 17. Kako je a ą 0, to je ekvivalentno sa a2 ´ 17a ` 16 ď 0, odnosno sa

pa ´ 16qpa ´ 1q ď 0. Odavde je 1 ď a ď 16, odnosno 0 ď sin2 x ď 1, xto va�i za svako
x P R.

3. Neka je funkcija f data sa fpxq “ ax

ax`
?
a
, gde je x P R i a ą 0. Odrediti vrednost

zbira fp 1
2021
q ` fp 2

2021
q ` ¨ ¨ ¨ ` fp2020

2021
q.

Rexeǌe. Funkcija f zadovoǉava identitet fpxq`fp1´xq “ 1. Otuda je fp 1
2021
q`fp 2

2021
q`

¨ ¨ ¨` fp2020
2021
q “ pfp 1

2021
q` fp2020

2021
qq` pfp 2

2021
q` fp2019

2021
qq` ¨ ¨ ¨` pfp1010

2021
q` fp1011

2021
qq “ 1010.

4. Da li je broj 1, 0000010,999999 ¨ 0, 9999991,000001 ve�i ili maǌi od 1?

Rexeǌe. Neka je ε “ 0, 000001 “ 10´6. Tada je 1, 0000010,999999 ¨ 0, 9999991,000001 “ p1 `
εq1´ε ¨ p1´ εq1`ε “ p 1

1`ε
q2εp1´ ε2q1`ε ă 1 ¨ 1 “ 1.
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5. Racionalisati razlomak 1

1`3 3?2`2 3?4
.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene x “ 3
?
2 dobijamo

1

1`3 3?2`2 3?4
“ 1

1`3x`2x2
“ 1

px`1qp2x`1q
¨x

2´x`1
x2´x`1

¨4x
2´2x`1

4x2´2x`1
“

px2´x`1qp4x2´2x`1q
px3`1qp8x3`1q

“ 7 3?4`5 3?2´11
51

.

6. Rexiti jednaqinu log2 pxy `
1
xy
q “ 1´ px` y ´ 2q2 u skupu realnih brojeva.

Rexeǌe. Iz definicije logaritma sledi xy ą 0, odakle sledi xy ` 1
xy
ě 2, pri qemu

jednakost va�i za xy “ 1. Daǉe je log2 pxy `
1
xy
q ě 1. Kako je 1´px` y´ 2q2 ď 1, to mora

da va�i jednakost u nejednakosti. Dakle,

xy “ 1,

x` y “ 2.

odakle se dobija jedinstveno rexeǌe x “ y “ 1.

7. Rexiti 4x`1 ¨ 3x´1 ă 48 ¨ 2x.

Imamo da je 22x ¨ 4 ¨ 3x 1
3
ă 48 ¨ 2x, xto je ekvivalentno sa 6x ă 36, odnosno sa x ă 2.

Rexeǌe.

8. Dokazati nejednakost
3
a

3` 3
?
3`

3
a

3´ 3
?
3 ă 2 3

?
3.

Rexeǌe. Neka je a “
3
a

3` 3
?
3 i b “

3
a

3´ 3
?
3. Tada je a3`b3 “ 6. Kako je a2´ab`b2 ą

ab, to va�i pa` bq3 “ a3 ` b3 ` 3abpa` bq ă 4pa3 ` b3q, odakle sledi �eǉena nejednakost.

9. Neka su x1 i x2 rexeǌa jednaqine ax2 ` p7a ` 4qx ´ 4 “ 0. Odrediti sve vrednosti
parametra a za koje je 1 ă x1 ă 2 i x2 ą 2.

Rexeǌe. Kako su oba rexeǌa pozitivna, to je x1x2 “ ´ 4
a
ą 0, odnosno a ă 0. Dakle,

parabola koja predstavǉa grafik funkcije je okrenuta vrhom nagore. Kako je 1 ă x1 ă 2 i
x2 ą 2, to je fp1q ă 0 i fp2q ą 0. Tako je

a` p7a` 4q ´ 4 ă 0,

4a` 2p7a` 4q ´ 4 ą 0.

Prva nejednakost je ve� konstatovana, a druga daje a ą ´2
9
. Dakle, rexeǌa �e ispuǌavati

navedene uslove za a P p´2
9
, 0q.
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10. Neka su x1 i x2 koreni jednaqine x2 ´ 4ax ` 5a2 ´ 6a “ 0. Odrediti sve vrednosti
parametra a za koje je |x1 ´ x2| maksimalno.

Kako je px1´x2q
2 “ px1`x2q

2´4x1x2 “ 4p9´pa´3q2q, izraz ima maksimalnu vrednost
za a “ 3.

Rexeǌe.

11. Na�i sve parove realnih brojeva px, yq koji zadovoǉavaju jednaqine |x ` y ´ 4| “ 5,
|x´ 3| ` |y ´ 1| “ 5.

Rexeǌe. Iz datog sistema sledi da je |x`y´4| “ |x´3|`|y´1|, xto je taqno ako su x´3 i
y´1 istog znaka. Dakle, rexeǌe treba tra�iti u oblastima D1 “ tpx, yq : x ě 3, y ě 1u i
D2 “ tpx, yq : x ď 3, y ď 1u. U oblasti D1 sistem je ekvivalentan jednaqini x`y´4 “ 5,
pa je skup rexeǌa u toj oblasti R1 “ tpx, yq : y “ 9´x, 3 ď x ď 8u. U oblasti D2, sistem
je ekvivalentan jednaqini x ` y “ ´1, pa e skup rexeǌa R2 “ tpx, yq : y “ ´1 ´ x,´2 ď
x ď 3u. Skup rexeǌa sistema je R “ R1 YR2.

12. Data je jednaqina x2 ` pa ´ 2qx ´ 2a2 ` 5a ´ 3 “ 0, gde je a realni parametar. a)
Rexiti jednaqinu. b) Na�i a za koje je apsolutna vrednost jednog korena dva puta ve�a od
apsolutne vrednosti drugog korena.

Rexeǌe. a) Rexeǌa date jednaqine su x1 “ a´1 i x2 “ 3´2a. b) Treba rexiti jednaqine
|x1| “ 2|x2| i |x2| “ 2|x1|. Razlikujemo sluqajeve: a ă 1, 1 ď a ă 3

2
i a ě 3

2
. Skup rexeǌa

je t7
5
, 5
3
, 5
4
u.

13. Rexiti jednaqinu px2 ` 3x´ 4q3 ` p2x2 ´ 5x` 3q3 “ p3x2 ´ 2x´ 1q3.

Rexeǌe. Uvedimo smenu a “ x2 ` 3x´ 4 i b “ 2x2 ´ 5x` 3. Dobija se a3 ` b3 “ pa` bq3,
odakle je abpa` bq “ 0. Rexavaǌem se nalazi x P t´4, 1, 3

2
,´1

3
u.

14. Na�i sve parove realnih brojeva px, yq takve da je max tx2 ` y2, 2u “ min t´2x, 2yu.

Rexeǌe. Kako je max ta, bu ě a, b i minta, bu ď a, b, sledi da mora biti x2 ` y2 ď ´2x,
x2 ` y2 ď 2y, 2 ď ´2x, 2 ď 2y. Jedina zajedniqka taqka ovih oblasti je p´1, 1q i to je
jedini par realnih brojeva koji zadovoǉava polaznu jednaqinu.

15. Rexiti ||x´ 3| ´ 3x´ 1| ě 2x` 1.
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Rexeǌe. Za x ě 3 jednaqina je ekvivalentna sa | ´ 2x ´ 4| ě 2x ` 1, a za x ă 3 sa
|´2x`2| ě 2x`1. Rexavaǌem ovih podsluqajeva, nalazi se skup rexeǌa p´8, 1

6
sYr3

2
,8q.

16. Rexiti 1
x
` 1

x´1
` 1

x`2
ă 0.

Rexeǌe. Za x R t0, 1,´2u jednaqina je ekvivalentna sa 3x2`2x´2
xpx´1qpx`2q

ă 0. Rexeǌa su iz skupa

p´8,´2q Y p´
?
7`1
3
q Y p

?
7´1
3
, 1q.

17. Rexiti x´ 3 ą
?
2x2 ´ 10x´ 12.

Rexeǌe. Jednaqina je ekvivalentna sa x ´ 3 ą 0, 2x2 ´ 10x ´ 12 “ 2px ` 1qpx ´ 6q ď 0,
px´ 3q2 ą 2x2 ´ 10x´ 12. Rexeǌa su iz skupa r6, 7q.

18. Rexiti 2 ln pxq ` ln p2q ě ln px2 ´ 2x` 1q ` ln p3x` 2q.

Rexeǌe. Jednaqina je ekvivalentna sa x ą 0, x2 ´ 2x ` 1 “ px ´ 1q2 ą 0, 3x ` 2 ą 0,
2x2 ě px´ 1q2p3x` 2q. Rexeǌa su iz skupa r 1?

3
, 1q Y p1, 2s.

19.
?
2 je iracionalan. Dokazati

Rexeǌe. Dokaz svo�eǌem na kontradikciju. Pretpostavimo suprotno,
?
2 “ m

n
, gcdpm,nq “

1. Kvadriraǌem imamo da je m2 “ 2n2, odakle nalazimo da 2|m, tj. m “ 2k, k P Z. Sme-
nom toga u polaznu jednakost imamo n2 “ 2k2, odakle je 2|n. Dakle, 2| gcdpm,nq “ 1.
Kontradikcija.

20. Odrediti sve realne brojeve x i y za koje va�i x2 ´ 2x cos pxyq ` 1 “ 0.

Rexeǌe. Data jednaqina je ekvivalentna sa px ´ cos pxyqq2 ` sin2 pxyq “ 0, odnosno sa
cos pxyq “ x i sin pxyq “ 0. Imamo da je (iz druge jednakosti) xy “ kπ, k P Z, pa kako je
cos kπ “ ˘1, dobijamo da x P t´1, 1u. Ako je x “ 1, y “ 2kπ, k P Z. Ako je x “ ´1, imamo
da je y “ p2l ` 1qπ, l P Z. Dakle, px, yq P tp1, 2kπq : k P Zu Y tp´1, p2l ` 1qπ : l P Zqu.

4



1.2 Matematiqka indukcija

P p1q ^ p@n P NqpP pnq ùñ P pn` 1qq ùñ p@n P NqP pnq.

21. Na�i ceo deo broja an “
3

b

24`
3
a

24` . . . 3
?
24.

Rexeǌe. Primetimo da je 2 ď 3
?
24 ă 3. Doka�imo indukcijom da je za svako n P N

an P r2, 3q. Bazu indukcije smo proverili, ona va�i. Pretpostavimo da va�i za an i
doka�imo induktivni korak, tj. da odatle sledi va�eǌe za an`1. Kako je an P r2, 3q, a
an`1 “

3
?
an ` 24, to je 2 ă

?
26 “ 3

?
24` 2 ď an`1 ă

3
?
24` 3 “ 3, xto je i trebalo

dokazati.

22. Dokazati indukcijom 13 ` 23 ` 33 ` ¨ ¨ ¨ ` n3 “
n2pn`1q2

4
.

Rexeǌe. Za n “ 1: 13 “ 12¨22

4
, pa baza indukcije va�i. Doka�imo indukcijski korak.

Postavimo induktivnu hipotezu za n: Sn “ 13 ` 23 ` 33 ` ¨ ¨ ¨ ` n3 “
n2pn`1q2

4
i doka�imo

odatle formulu za n`1: Sn`1 “ Sn`pn`1q3 “ n2pn`1q2

4
`pn`1q3 “ pn`1q2pn

2

4
`n`1q “

pn`1q2pn
2`4n`4

4
q “

pn`1q2pn`2q2

4
. Principom matematiqke indukcije zakǉuqujemo da formula

va�i za sve prirodne brojeve.

23. Dokazati Bernulijevu nejednakost p1` xqn ě 1` nx, x ą ´1, n P N.

Rexeǌe. Baza indukcije za n “ 1 va�i jer je p1 ` xq1 “ 1 ` 1 ¨ x. Pretpostavimo da za
n P N va�i p1`xqn ě 1`nx i posmatrajmo izraz p1`xqn`1. Imamo da va�i p1`xqn`1 “
p1 ` xqp1 ` xqn ě p1 ` xqp1 ` nxq “ 1 ` pn ` 1qx ` nx2, a kako je nx2 nenegativno, to je
p1` xqn`1 ě 1` pn` 1qx, xto je i trebalo dokazati.

24. Dokazati binomnu formulu pa` bqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k.

Rexeǌe. Primetimo najpre da je
`

n
k

˘

“
`

n´1
k

˘

`
`

n´1
k´1

˘

, za n ´ 1 ě k. Doka�imo binomnu
formulu indukcijom. Za n “ 1 va�i jednakost, pa je baza indukcije zadovoǉena. Pretposta-

vimo da formula va�i za n, tj. da je pa` bqn “
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k i posmatrajmo izraz za n`1:

pa`bqn`1 “ pa`bqpa`bqn “ pa`bq
n
ř

k“0

`

n
k

˘

akbn´k “
`

n
0

˘

an`1`r
`

n
1

˘

`
`

n
0

˘

sanb`¨ ¨ ¨`r
`

n
n

˘

`

`

n
n´1

˘

sabn`bn`1 “
`

n`1
0

˘

an`1`
`

n`1
1

˘

anb`¨ ¨ ¨`
`

n`1
n

˘

abn`
`

n`1
n`1

˘

bn`1 “
n`1
ř

k“0

`

n`1
k

˘

akbn`1´k.

Ovim je tvr�eǌe dokazano.
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25. Dokazati nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine,

n
ÿ

k“1

xk
n
ě

n
ź

k“1

x
1
n
k .

Rexeǌe. U sluqaju n “ 1 va�i jednakost, a sluqaj n “ 2 je ekvivalentan nenegativnosti
binoma p

?
x1 ´

?
x2q

2. Nadaǉe �emo primeǌivati regresivnu indukciju, pokaza�emo da
nñ 2n i nñ n´ 1. Imamo da je

2n
ÿ

k“1

xk
2n
“

n
ř

k“1

xk
n
`

2n
xk
n

ř

k“n`1

2
ě

n
ś

k“1

x
1
n
k `

2n
ś

k“n`1

x
1
n
k

2
ě

g

f

f

e

2n
ź

k“1

x
1
n
k “

2n
ź

k“1

x
1
2n
k

. Sliqno,

n´1
ÿ

k“1

xk
n´ 1

“
1` 1

n´1

n

n´1
ÿ

k“1

xk ě

n´1
ř

k“1

xk `

n´1
ř

k“1
xk

n´1

n
ě

n

g

f

f

e

n´1
ź

k“1

xk ¨
n´1
ÿ

k“1

xk
n´ 1

,

odakle se nakon stepenovaǌa sa n, dobija

n´1
ÿ

k“1

xk
n
ě

n´1
ź

k“1

x
1

n´1

k .

Konaqno, mo�emo zakǉuqiti da tvr�eǌe va�i za svako n P N.

26. Za x P r0, πs dokazati nejednakost

| sin p
n
ÿ

k“1

xkq| ď
n
ÿ

k“1

sin pxkq.

Rexeǌe.

Baza indukcije va�i, postavimo hipotezu za n. Primenom adicione formule, dobija se

| sin
n`1
ÿ

k“1

xk| “ | sin p
n
ÿ

k“1

xk ` xn`1q| “ | sin p
n
ÿ

k“1

xkq cosxn`1 ` cos p
n
ÿ

k“1

xkq sinxk`1|.

Odavde je na osnovu nejednakosti trougla,

| sin p
n`1
ÿ

k“1

xkq| ď | sin p
n
ÿ

k“1

xkq| ` | sin pxn`1q| ď
n
ÿ

k“1

sin pxkq ` sin pxn`1q “
n`1
ÿ

k“1

sin pxkq.
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27. Dokazati nejednakost nn`1 ą pn` 1qn za n ě 3.

Rexeǌe. Kako je 81 “ 34 ą 43 “ 64, baza indukcije va�i. Pretpostavimo nn`1 ą pn`1qn.

Tada, pn` 1qn`2 ą pn`1q2pn`1q

nn`1 “ pn` 2` 1
n
qn`1 ą pn` 2qn`1.

28. Dokazati fpnq “
n
ř

k“0

`

n`k
k

˘

1
2k
“ 2n.

Rexeǌe. Primetimo da je fp1q “ 2 i imajmo na umu identitet
`

n`1`k
k

˘

“
`

n`k
k

˘

`
`

n`k
k´1

˘

.
Stoga,

fpn` 1q “
n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
“

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
`

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
` 1`

n
ÿ

k“1

ˆ

n` k

k

˙

1

2k
`

n
ÿ

k“1

ˆ

n` k

k ´ 1

˙

1

2k
,

fpn` 1q “

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
` fpnq `

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k`1
,

fpn` 1q “ p

ˆ

2n` 1

n` 1

˙

`

ˆ

2n` 1

n

˙

q
1

2n`1
`

1

2

n´1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `

ˆ

2n` 1

n` 1

˙

1

2n`1
`

1

2

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2

ˆ

2n` 2

n` 1

˙

1

2n`1
`

1

2

n
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2

n`1
ÿ

k“0

ˆ

n` 1` k

k

˙

1

2k
,

fpn` 1q “ fpnq `
1

2
fpn` 1q,

odakle je
fpn` 1q “ 2fpnq.

29. Neka je α realan broj takav da α ` 1
α
P Z. Dokazati da αn ` 1

αn
P Z za svako n P N.

Rexeǌe. Za n “ 0 i n “ 1 tvr�eǌe va�i (baza indukcije). (Induktivni korak) Pretpo-
stavimo da za neko n va�i

αn´1 `
1

αn´1
, αn `

1

αn
P Z.

Tada,

αn`1 `
1

αn`1
“ pα `

1

α
qpαn `

1

αn
q ´ pαn´1 `

1

αn´1
q P Z.
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30. Neka je a0 “ 1 i an`1 “
?
2
an

za n ě 1. Pokazati da je niz monotono rastu�i i
ograniqen odozgo sa 2.

Rexeǌe. Imamo a0 ă a1; pretpostavimo an´1 ă an. Eksponencijalna funkcija je rastu�a i
quva nejednakost, pa sledi an “

?
2
an´1

ă
?
2
a

n “ an`1. Ovim je pokazano da je niz rastu�i.

Doka�imo ograniqenost. Va�i a0 ă 2. Pretpostavimo an ă 2. Tada, an`1 “
?
2
a

n ă
?
2
2
“

2. Dakle, an je ograniqen odozgo sa 2.

1.3 Skupovi

Definicija 1. Neka je X univerzalni skup.

AYB “ tx : x P A_ x P Bu,

AXB “ tx : x P A^ x P Bu,

AzB “ tx : x P A^ x R Bu,

AC “ XzA “ tx P X : x R Au,

AˆB “ tpa, bq : a P A, b P Bu,

PA “ tB : B Ă Au.

31. Dokazati da va�e
(zakoni idempotencije) AY A “ A, AX A “ A,
(zakoni komutacije) AYB “ B Y A, AXB “ B X A,
(zakoni asocijacije) pAYBq Y C “ AY pB Y Cq, pAXBq X C “ AX pB X Cq,
(zakoni distribucije) AYpBXCq “ pAYBqXpAYCq, AXpBYCq “ pAXBqYpAXCq,
(zakoni apsorpcije) AY pAXBq “ A, AX pAYBq “ A,

(De Morganova pravila) A Y AC “ X, A X AC “ H, HC “ X, XC “ H, AC
C
“ A,

pAYBqC “ AC XBC , pAXBqC “ AC YBC .

Rexeǌe. Za ve�bu qitaocu.

32. a) Ako je A “ tx P R : x2 ` 6x ´ 7 ă 0u i B “ tx P R : x2 ´ x ´ 2 ě 0u, odrediti
AYB, AXB, AzB, BzA.
b) Ako je A “ tpx, yq P R2 : x2 ` y2 “ 1u, A1 “ tx P R : 0 ď x ď 1u, A2 “ tx P R : 0 ď
x ď 1u i B “ tz P R : 0 ď z ď 1u, prikazati grafiqki AˆB, A1 ˆB, A2 ˆB i A2 ˆA1.

Rexeǌe. Kako je A “ p´7, 1q i B “ p´8,´1s Y r2,8q, lako se nalaze presek, razlika,
unija ova dva skupa.
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1.4 Relacije

Definicija 2. Neka su X i Y skupovi i ρ Ă XˆY . Tada ka�emo da je ρ binarna relacija
iz X u Y .

33. Neka je ρ “ tpx, yq P R2 : x3 “ y2 ` 3y ` 1u. Odrediti domen i sliku relacije ρ.

Rexeǌe. x P Dompρq akko postoji y P R tako da x3 “ y2 ` 3y ` 1. Odavde, Dompρq “

r´ 3

b

9
4
,8q. Sa druge strane, y P Impρq akko postoji x P R tako da je x3 “ y2` y` 1. Kako

je ovo ispuǌeno za sve y P R, to je Impρq “ R.

34. Neka je ρ “ tpx, yq P R2 : ´1 ď x´ y ď 2,´1 ď x` y ď 5u. Odrediti domen i sliku
relacije ρ.

Rexeǌe. Relacija ρ je zapravo jedan paralelogram u ravni (nacrtati sliku), qija temena
su p´1, 0q, p1

2
,´3

2
q, p7

2
, 3
2
q, p2, 3q. Dobija se da je Dompρq “ r´1, 7

2
s, Impρq “ r´3

2
, 2s.

Definicija 3. Relacija ρ na skupu X je relacija ekvivalencije ako je
refleksivna: p@x P Xqxρx,
simetriqna: p@x, y P Xqpxρy ñ yρxq,
tranzitivna: p@x, y, z P Xqpxρy, yρz ñ xρzq.

35. Neka je m ě 2 ceo broj. Definiximo binarnu relaciju na Z sa: a ”m b akko m|a´ b.
Dokazati da je ”m relacija ekvivalencije i odrediti ǌene klase i koliqniqki skup.

Rexeǌe. Posmatrana relacija je refleksivna jer m|0 “ a´ a. Tako�e, ako m|a´ b, onda
m|b ´ a, pa je relacija simetriqna. Tranzitivnost tako�e va�i, ako m|a ´ b i m|b ´ c,
onda m|a´ c “ pa´ bq` pb´ cq. Dakle, ”m jeste relacija ekvivalencije koja ima m klasa
mZ,mZ` 1, . . .mZ`m´ 1. Koliqniqki skup je skup klasa ekvivalencije.

Definicija 4. Relacija ρ na skupu X je relacija poretka (ili ure�eǌa) ako je
refleksivna: p@x P Xqxρx,
antisimetriqna: p@x, y P Xqpxρy, yρxñ x´ yq,
tranzitivna: p@x, y, z P Xqpxρy, yρz ñ xρzq.

Za skup X ka�emo da je ure�en relacijom ρ. Ako ρ zadovoǉava jos i uslov
p@x, y P Xqpxρy _ yρxq, ka�emo da je ρ relacija potpunog poretka.
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Definicija 5. Element m poseta P je najve�i ako za svaki element x P P va�i: x ď m.
Ka�emo da je element m poseta P maksimalan ukoliko ne postoji element x P P takav
da je m ă x. Analogno se definixu najmaǌi i minimalan element poseta. Ako su svaka
dva elementa uporediva, tada je skup P linearno ure�en. Linearno ure�en podskup nekog
poseta se naziva lanac. Ako su u nekom podskupu nekog poseta svaka dva razliqita elementa
neuporediva, takav poset nazivamo antilanac.

Primer 1. Ako radimo sa relacijom deǉivosti u Z`, skup svih prostih brojeva qini
jedan antilanac.

36. Na skupu R2 definiximo relaciju parcijalnog ure�eǌa sa pa, bq ĺ pc, dq akko a ď c
i b ď d, gde je sa ď oznaqena standardna relacija poretka na R.
(a) Dokazati da je ovako zaista definisana jedna relacija parcijalnog ure�eǌa.
(b) Posmatrajmo trougao T “ tpx, yq P R2 : x ě 0, y ě 0, x` 2y ď 1u. Na�i maksimalne i
minimalne elemente u T . Da li u T postoji najve�i, odnosno najmaǌi element?

Rexeǌe. Va�e osobine refleksivnosti, antisimetriqnosti i tranzitivnosti, pa zaista
jeste u pitaǌu relacija poretka na R2. Kakoje za svako px, yq P T ispuǌeno p0, 0q ĺ px, yq,
to je koordinatni poqetak najmaǌi element u T , a time i jedini minimalni element. Neka
je px, yq P T i neka taqka nije na hipotenuzi trougla, tj. x ` 2y ă 1. Ako je y1 “ 1´x

2
,

onda px, y1q P T i px, yq ĺ px, yq. Dakle, px, yq nije maksimalan element u T . No, svaki
element sa hipotenuze jeste maksimalan. Ako je x` 2y “ 1 i px, yq ĺ pu, vq, onda je x ď u
i y ď v, pri qemu je bar jedna od ovih nejednakosti stroga. Stoga je 1 “ x ` 2y ă u ` 2v
i pu, vq R T . Dakle, zaista je svako element sa hipotenuze maksimalan i u ovom posetu ne
postoji najve�i element.

1.5 Funkcije

Definicija 6. Neka je f : X Ñ Y i A Ă X, B Ă Y . Inverzna slika skupa B pri funkciji
f je

f´1rBs “ tx P X : fpx P Bqu,

a direktna slika skupa A pri funkciji f je

f rAs “ tfpxq : x P Au.

37. a) Neka je f : R2 Ñ R2 preslikavaǌe definisano na slede�i naqin

px, yq Ñ p2x` y, x` yq.

Na�i sliku skupa A Ă R2 ograniqenog pravama x “ 0, y “ 0, x “ 1, y “ 1.
b) Odrediti sliku skupa A Ă R2 ograniqenog hiperbolama xy “ 1, xy “ 2 i pravama
y “ x, y “ 2x, ako je

fpx, yq “ pxy,
y

x
q.

10



Rexeǌe. U prvom sluqaju, slika posmatranog skupa je paralelogram, u drugom sluqaju je
to kvadrat.

Definicija 7. Neka je f Ă AˆB relacija iz A u B. Ta relacija je funkcionalna relacija
ako za svako x P Dpfq postoji taqno jedno y P B takvo da px, yq P f . U tom sluqaju umesto
px, yq P f , qe71e se pixe y “ fpxq.

Funkcija sa domenom X i kodomenom Y , u oznaci f : X Ñ Y je ure�ena trojka pX, Y, fq,
gde su X i Y skupovi, a f Ă X ˆ Y funkcionalna relacija za koju je Dpfq “ X.

38. Neka f : X Ñ Y , g : Y Ñ Z i neka su A, A1, Ai za i P I podskupovi od X, B, B1,
Biza i P I podskupovi od Y (I je neki skup indeksa), a C podskup od Z. Tada va�i

pg ˝ fqrAs “ grf rAss,

pg ˝ fq´1rCs “ f´1rg´1rCss,

f´1r
ď

iPI

Bis “
ď

iPI

f´1rBis,

f´1r
č

iPI

Bis “
č

iPI

f´1rBis,

f´1rBzB1s “ f´1rBszf´1rB1s,

f r
ď

iPI

Ais “
ď

iPI

f rAis,

f r
č

iPI

Ais “
č

iPI

f rAis,

f rAzA1s Ą f rAszf rA1s,

f rf´1rBss Ă B,

f´1rf rAss Ą A.

Rexeǌe. Za ve�bu qitaocu.

39. Neka je f : X Ñ Y i g : Y Ñ Z. Tada va�i
a) g ˝ f je ”1-1” ùñ f je ”1-1”,
b) g ˝ f je ”na” ùñ g je ”na”,
v) g ˝ f i f ˝ g su bijekcije ùñ f i g su bijekcije.

Rexeǌe. Neka je fpx1q “ fpx2q. Tada je i gpfpx1qq “ gpfpx2qq, a kako je g ˝ f iǌektivna,
sledi da je x1 “ x2. Proizvoǉan element z P Z je slika od y “ fpxq P Y , jer je g
surjektivna.
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χAXB “ χA ¨ χB,

χA4B “ χA ` χB,

χAˆB “ χA ` χB ` χA ¨ χB.

40. Pokazati da va�i:
a) pA4Bq4C “ A4pB4Cq,
b) A “ B Y C ô A4B4C “ B X C,
v) x P A4B4C ô x pripada jednom ili sva tri skupa A,B,C.

Rexeǌe. x P A4B4C ô χApxq ` χBpxq ` χCpxq “ 1 i iskoristi se asocijativnost
zbira. Analogno za ostale sluqajeve.

1.6 Supremum i infimum, minimum i maksimum skupa

41. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup A
a) A “ r0, 5q,
b) A “ p´1, 3s,
v) A “ t|n2 ´ 5| : n P Zu,
g) A “ tx` 2

x
: x P Qu,

d) A “ tsinx` cosx : x P Ru.

Rexeǌe. a) supA “ 5, maxA ne postoji, inf A “ 0 “ minA,
b) supA “ maxA “ 3, inf A “ ´1, minA ne postoji,
v) inf A “ minA “ 1, supA “ 8, maxA ne postoji,
g) inf A “ 2

?
2, minA ne postoji, supA “ 8, maxA ne postoji,

d) inf A “ minA “ ´
?
2, supA “ maxA “

?
2.

42. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup A “ tm
n
: m,n P N,m ă nu.

Rexeǌe. inf A “ 0 jer je 0 oqigledno minoranta, a za ε ą 0 po Arhimedovoj aksiomi
postoji n0 tako da n0ε ą 1 tj. ε ą 1

n0
P A.

supA “ 1 jer je 1 oqigledno majoranta i za ε ą 0 postoji n0 P N tako da εn0 ą 1, tj.
1´ ε ă 1´ 1

n0
P B.
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43. Odrediti supA, inf A,maxA,minA za skup
a) A “ t2n`1

n`2
: n P Nu,

b) A “ t2` p´1qn

n
: n P Nu,

v) A “ t2´ 1
n
: n P Nu,

g) A “ tr´2,´1s Y p1, 3qu XQ.

Rexeǌe. a)inf A “ minA “ 2, supA “ 2, maxA ne postoji,
b)inf A “ minA “ 1, supA “ maxA “ 5

2
,

v) inf A “ minA “ 1, supA “ 2, maxA ne postoji,
g) inf A “ minA “ ´2, supA “ 3, maxA ne postoji.

44. Neka su B,C Ă R, A “ B Y C. Dokazati supA “ max tsupB, supCu.

Rexeǌe. Neka je supB “ b i supC “ c. Pretpostavimo da je b ě c. Za svako x P B je
x ď b i za svako x P C je x ď c. Dakle, x ď max tb, cu “ b tj. b je gorǌe ograniqeǌe. Neka
je ε ą 0, tada b´ε nije ograniqeǌe za B, pa ni za BYC, odnosno mora biti supB Y C “ b.
Analogno se dokazuje sluqaj c ě b.

45. Neka je A Ă B. Dokazati
a) supA ď supB,
b) inf A ě inf B.

Rexeǌe. supB je gorǌe ograniqeǌe skupa A, a kako je supA najmaǌe gorǌe ograniqeǌe
skupa A,onda va�i supA ď supB. Sliqno, inf B je doǌe ograniqeǌe skupa A, a kako je
inf A najve�e doǌe ograniqeǌe, to je inf A ě inf B.

46. Neka je A Ă R i A ‰ H. Dokazati da je inf A ď supA i da jednakost va�i akko je A
jednoqlan. Xta se dexava u sluqaju A “ H?

Rexeǌe. Kako je za svako x P A inf A ď x ď supA. Ako je inf A “ supA, to je A jednoqlan
(inace, x, y P A i va�i inf A ď x ă y ď supA, pa je inf A ă supA. Kontradikcija). Za
jednoqlan skup A “ txu, x “ inf A “ supA. Za prazan skup A je inf A “ `8, supA “ ´8.

47. Neka je E “ tgpxq : x P Ru za g : R Ñ R, gpxq “ e´|x|. Odrediti supE, inf E,
maxE, minE.
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Rexeǌe. Posmatrajmo grafik funkcije. Lako se proveri da je maxE “ supE “ 1. Mini-
mum skupa ne postoji, a inf E “ 0.

48. Neka je ´A “ t´x : x P Au. Dokazati
a) inf p´Aq “ ´ supA,
b) sup p´Aq “ ´ inf A.

Rexeǌe. Neka je supA “ M , tada je ´M doǌe ograniqeǌe za ´A. Za ε ą 0 je ´x ă
´M ` ε, pa je inf p´Aq “ ´ supA. Analogno za drugu jednakost.

49. Neka je A`B “ tx` y : x P A, y P Bu. Dokazati
a) sup pA`Bq “ supA` supB,
b) inf pA`Bq “ inf A` inf B.

Rexeǌe. Neka je M1 “ supA i M2 “ supB, tada je M1`M2 majoranta za A`B. Neka je
ε ą 0. Tada, postoji x P A tako da x ąM ´ ε

2
i postoji y P B tako da y ąM2´

ε
2
. Sledi,

x` y ąM1 `M2 ´ ε, odnosno supA`B “M1 `M2. Analogno se dokazuje drugi sluqaj.

50. Neka je A ¨B “ txy : x P A, y P Bu, A,B Ă R`. Dokazati
a) sup pABq “ supA ¨ supB,
b) inf pABq “ inf A ¨ inf B.
Da li tvr�eǌe va�i za proizvoǉne podskupove od R?

Rexeǌe. Neka je M1 “ supA i M2 “ supB, tada je M1M2 gorǌe ograniqeǌe za AB.
Za ε ą 0 postoji x P A tako da x ą M1 ´

ε
2M2

i postoji y P B tako da y ą M2 ´
ε

2M1
.

Tada, xy ą M1M2 ´ ε, odnosno supAB “ M1M2. Analogno se dokazuje za infimum. Da
za proizvoǉne podskupove realne prave tvr�eǌe ne va�i vidi se iz slede�eg primera: A “
p´3,´1q, B “ r0, 1s, supA “ ´1, supB “ 1, supAB “ maxAB “ 0.

1.7 Linearne homogene diferencne jednaqine sa korakom 2
i 3

Neka je x1, x2 dato i
xn`2 “ axn`1 ` bxn, a, b P R.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x2 ´ ax´ b “ 0.
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Neka su λ1, λ2 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2λ

n
2 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

Ako je λ1 “ λ2, to je
xn “ C1λ

n
1 ` C2nλ

n
1 ,

pri qemu se C1, C2 odre�uju iz poqetnih uslova.

51. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 5xn`1 ´ 6xn,

ako je x1 “ 5 i x2 “ 13.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 5x ` 6 “ 0 su λ1 “ 2, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C12

n`C23
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2n ` 3n.

52. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 2xn`1 ` 3xn,

ako je x0 “ 3 i x1 “ 1.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 2x ´ 3 “ 0 su λ1 “ ´1, λ2 “ 3, pa je
opxte rexeǌe oblika xn “ C1p´1q

n ` C23
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih

uslova, C1 “ 1, C2 “ 2. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2p´1qn ` 2n.

53. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`2 “ 4xn`1 ` 4xn,

ako je x1 “ 4 i x2 “ 12.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ 4x ` 4 “ 0 su λ1 “ 2 “ λ2, pa je opxte
rexeǌe oblika xn “ C12

n ` C2n2
n. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova,

C1 “ C2 “ 1. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 2np1` nq.

54. Odrediti opxti qlan Fibonaqijevog niza (fn`2 “ fn`1 ` fn, f1 “ f2 “ 1).
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Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x2 ´ x ´ 1 “ 0 su λ1 “
1`
?
5

2
, λ2 “

1´
?
5

2
,

pa je opxte rexeǌe oblika fn “ C1p
1`
?
5

2
qn ` C2p

1´
?
5

2
qn. Konstante C1, C2 se odre�uju iz

poqetnih uslova, C1 “ ´C2 “ ´
?
5
5
. Dakle, opxte rexeǌe je fn “

?
5
5
p1`

?
5

2
qn ´

?
5
5
p1´

?
5

2
q.

Neka su x1, x2, x3 dati i

xn`3 “ αxn`2 ` βxn`1 ` γxn.

Tada je karakteristiqna jednaqina

x3 “ αx2 ` βx` γ.

Neka su λ1, λ2, λ3 rexeǌa karakteristiqne jednaqine.

Ako je λ1 ‰ λ2 ‰ λ3 ‰ λ1, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2λ

n
2 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 ‰ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3λ

n
3 .

Ako je λ1 “ λ2 “ λ3, to je

xn “ C1λ
n
1 ` C2nλ

n
1 ` C3n

2λn1 .

55. Rexiti diferencnu jednaqinu

xn`3 “ ´xn`2 ` 17xn`1 ´ 15xn,

ako je x0 “ 1, x1 “ 3, x2 “ 9.

Rexeǌe. Koreni karakteristiqne jednaqine x3 ` x2 ´ 17x ` 15 “ 0 su x1 “ 1, x2 “ 3,
x3 “ ´5. Opxte rexeǌe je oblika C1 ` C23

n ` C3p´5q
n. Iz poqetnih uslova se odre�uju

konstante C1 “ 0, C2 “ 1, C3 “ 0. Dakle, opxte rexeǌe je xn “ 3n.

56. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 4yn,

ako je x0 “ 2, y0 “ 1.

Rexeǌe. Iz prve jednaqine je yn “ 2xn ´ xn`1, odnosno yn`1 “ 2xn`1 ´ xn`2. Smenom u
drugu jednaqinu, dobija se xn`2 ´ 6xn`1 ` 9xn “ 0, odakle sledi xn “ C13

n ` C2n3
n. Iz

poqetnih uslova se odre�uju C1, C2, odnosno xn “ 3np2´ nq,a dobija se i yn “ 3npn` 1q.

16



57. Rexiti sistem diferencnih jednaqina

xn`1 “ 2xn ` 3yn,

yn`1 “ xn ` 2yn,

ako je x1 “ 2, y1 “ 1.

Rexeǌe. Rexavaǌem sistema se dobija karakteristiqna jednaqina za xn: x
2 ´ 4x` 1 “ 0,

qiji su koreni 2˘
?
3. Lako se nalazi xn “

p2´
?
3qn`p2`

?
3qn

2
, yn “

?
2
6
pp2`

?
3qn´p2´

?
3qnq.

58. Neka je

an`1 “
pan ` q

ran ` s
, p, q, r, s P R,

xn`1 “ pxn ` qyn,

yn`1 “ rxn ` syn,

pri qemu je x1 “ a1 “ a, y1 “ 2. Dokazati da je

an “
xn
yn
,

ako je yn ‰ 0 za sve n P N.

Rexeǌe. Lako se proverava indukcijom.

59. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
1´ 4an
1´ 6an

,

ako je a1 “ 1.

Rexeǌe. Koristi se prethodni zadatak. Treba rexiti sistem diferencnih jednaqina,

xn`1 “ 4xn ´ yn,

yn`1 “ 6xn ´ yn.

Dobija se xn`2 ´ 3xn`1 ` 2xn “ 0, odakle se nalazi xn “ C1 ` C22
n, a uvrxtavaǌem

poqetnih uslova, xn “ 2n ´ 1, yn “ 2n`1 ´ 3. Ovde je an “
xn
yn
.
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60. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`1 “
an ´ 1

an ` 3
,

ako je a0 “ 1.

Rexeǌe. Treba rexiti sistem
xn`1 “ xn ´ yn,

yn`1 “ xn ` 3yn,

uz poqetne uslove x0 “ 1, y0 “ 1. Lako se nalazi xn “ 2np1´nq, yn “ 2np1`nq i an “
xn
yn
.

1.8 Va�ne nejednakosti

61. Dokazati nejednakost paralelograma:

|

n
ÿ

k“1

ai| ď
n
ÿ

k“1

|ai|.

Rexeǌe. Za n “ 1 va�i jednakost, a sluqaj n “ 2 je nejednakost trougla. Pretpostavimo
da tvr�eǌe va�i za n i doka�imo ga za n` 1:

|

n`1
ÿ

k“1

ai| “ |
n
ÿ

k“1

ai ` an`1| ď |
n
ÿ

k“1

ai| ` |an`1| ď
n
ÿ

k“1

|ai| ` |an`1| “
n`1
ÿ

k“1

|ai|.

62. Dokazati Koxijevu nejednakost

p

n
ÿ

k“1

aibiq
2
ď p

n
ÿ

k“1

a2i qp
n
ÿ

k“1

b2i q.

Rexeǌe. Kako je
n
ÿ

i“1

paix` biq
2
ě 0,

to je diskriminanta nepozitivna, odakle sledi tra�ena nejednakost.

63. Dokazati nejednakost sredina Hn ď Gn ď An ď Kn:

n
1
a1
` 1

a2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

an

ď n
?
a1a2 . . . an ď

a1 ` a2 ` ¨ ¨ ¨ ` an
n

ď

c

a21 ` a
2
2 ` ¨ ¨ ¨ ` a

2
n

n
.
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Rexeǌe. Nejednakost kvadratne i aritmetiqke sredine je posledica Koxijeve nejednakosti,
dok je nejednakost aritmetiqke i geometrijske sredine dokazana ranije. Nejednakost geome-
trijske i harmonijske sredine sledi primenom aritmetiqko-geometrijske nejednakosti na
1
a1
, 1
a2
, . . . 1

an
.

64. Dokazati Acelovu nejednakost: Ako je a21 ą
n
ř

i“2

a2i ili b21 ą
n
ř

i“2

b2i , onda

pa1b1 ´
n
ÿ

i“2

aibiq
2
ě pa21 ´

n
ÿ

i“2

a2i qpb
2
1 ´

n
ÿ

i“2

b2i q.

Rexeǌe. Posmatrajmo neprekidnu funkciju

fpxq “ pa1x´ b1q
2
´

n
ÿ

i“2

paix´ biq
2.

Imamo da je fp b1
a1
q “ 0 i lim

xÑ8
fpxq “ 8. Dakle, f ima bar jedan koren i diskriminanta je

nenegativna, odakle sledi tra�ena nejednakost.

65. Dokazati nejednakosti sa elementarnim funkcijama:

Za 0 ă x ă
π

2
va�i sinx ă x ă tanx.

Za svako x P R va�i | sinx| ď |x|.

Rexeǌe. Funkcija fpxq “ x´ sinx je rastu�a na p0, π
2
q je ǌen prvi izvod nenegativan, pa

je fpxq ě fp0q “ 0, odakle zbog neparnosti i 2π-periodiqnosti sinusne funkcije sledi
| sinx| ď |x| za svako realno x (jednakost va�i za x “ 0). Funkcija gpxq “ tanx ´ x ima
nenegativan prvi izvod na p0, π

2
q, pa je rastu�a i gpxq ě gp0q “ 0, odakle sledi nejednakost

x ă tanx.

Definicija 8. Za funkciju f : pa, bq Ñ R ka�emo da je konveksna ako za svake dve taqke
x1, x2 P pa, bq i svaka dva nenegativna realna broja va�i

fpλ1x1 ` λ2x2q ď λ1fpx1q ` λ2fpx2q.

Funkcija je konkavna ako va�i

fpλ1x1 ` λ2x2q ě λ1fpx1q ` λ2fpx2q.
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66. Dokazati Jensenovu nejednakost: Neka je f : pa, bq Ñ R konveksna funkcija i neka su

λ1, λ2, . . . λn nenegativni brojevi takvi da je
n
ř

k“1

λi “ 1. Tada za sve x1, x2, . . . xn P pa, bq

va�i

fp
n
ÿ

i“1

λixiq ď
n
ÿ

i“1

λifpxiq.

Rexeǌe. Za n “ 1 i n “ 2 nejednakost va�i. Pretpostavimo da va�i za n i doka�imo da
va�i za n` 1: Na osnovu definicije konveksnosti je

fp
n`1
ÿ

i“1

λixiq “ fp
n
ÿ

i“1

λixi ` λn`1xn`1q ď fp
n
ÿ

i“1

λixiq ` λn`1fpxn`1q,

odakle je kori71eǌem induktivne hipoteze

fp
n`1
ÿ

i“1

λixiq ď
n
ÿ

i“1

λifpxiq ` λn`1fpxn`1q “
n`1
ÿ

i“1

λifpxiq.

67. Dokazati Jangovu nejednakost: Neka su p i q spregnuti indeksi 1
p
` 1

q
“ 1 i u i v

nenegativni realni brojevi.
Ako je p ą 1 i q ą 1, tada je

uv ď
up

p
`
vq

q
,

pri qemu jednakost va�i akko je up “ vq.
Akoje p ă 1 i brojevi u, v su pozitivni, tada je

uv ě
up

p
`
vq

q
,

pri qemu jednakost va�i akko je up “ vq.

Rexeǌe. Sledi iz Jensenove nejednakosti za n “ 2, eksponencijalnu funkciju i λ1 “
1
p
,

λ2 “
1
q
, x “ up, y “ vq.

68. Dokazati Helderovu nejednakost: Neka su p i q spregnuti indeksi 1
p
` 1

q
“ 1 i neka su

x1, x2, . . . xn, y1, y2, . . . yn nenegativni realni brojevi.
Ako je p ą 1, tada va�i nejednakost

n
ÿ

i“1

xiyi ď p
n
ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

yqi q
1
q q.

Ako je p ă 1, tada va�i nejednakost
n
ÿ

i“1

xiyi ě p
n
ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

yqi q
1
q q.

Jednakost u oba sluqaja va�i akko je
xp1
yq1
“

xp2
yq2
“ ¨ ¨ ¨ “

xpn
yqn
.
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Rexeǌe. Dokaza�emo prvu nejednakost, dokaz druge se analogno izvodi. Oznaqimo sa X “

p
n
ř

i“1

xpi q
1
p i Y “ p

n
ř

i“1

xpi q
1
p . Ako u Jangovoj nejednakosti zamenimo u “ xi

X
, v “ yi

Y
, dobijamo

za i “ 1, 2 . . . n da va�i
xiyi
XY

ď
1

p

xpi
Xp

`
1

q

yqi
Y q
,

odakle sumiraǌem sledi
n
ÿ

i“1

xiyi
XY

ď 1,

xto je i trebalo izvesti.

69. Dokazati nejednakost Minkovskog: Neka je 1 ď p ă 8. Tada va�i

p

n
ÿ

i“1

|xi ` yi|
p
q
1
p ď p

n
ÿ

i“1

|xi|
p
q
1
p ` p

n
ÿ

i“1

|yi|
p
q
1
p .

Rexeǌe.
n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
“

n
ÿ

i“1

xipxi ` yiq
p´1

`

n
ÿ

i“1

yipxi ` yiq
p´1,

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
ď p

n
ÿ

i“1

xpi q
1
p p

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
q
1
q ` p

n
ÿ

i“1

ypi q
1
p p

n
ÿ

i“1

pxi ` yiq
p
q
1
q .

Deǉeǌem nejednakosti sa p
n
ř

i“1

pxi ` yiq
pq

1
q dobija se �eǉena nejednakost.

70. Dokazati Qebixovǉevu nejednakost: Ako su x1, x2, . . . xn i y1, y2, . . . yn rastu�i nizovi
brojeva, tada va�e nejednakosti

n
n
ÿ

i“1

xiyn`1´i ď p
n
ÿ

i“1

xiqp
n
ÿ

i“1

yiq ď n
n
ÿ

i“1

xiyi,

pri qemu jednakosti va�e akko je x1 “ x2 “ ¨ ¨ ¨ “ xn ili y1 “ y2 “ ¨ ¨ ¨ “ yn.

Doka�imo najpre desnu nejednakost.

n
n
ÿ

i“1

xiyi ´ p
n
ÿ

i“1

xiqp
n
ÿ

i“1

yiq “
n
ÿ

i“1

xipnyi ´
n
ÿ

j“1

yjq,

n
n
ÿ

i“1

xiyi ´ p
n
ÿ

i“1

xiqp
n
ÿ

i“1

yiq “
n
ÿ

i“1

xipnyi ´
n
ÿ

j“1,j‰i

pyi ´ yjqq “
ÿ

1ďiăjďn

pxj ´ xiqpyj ´ yiq.

Za dokaz desne nejednakosti primeniti dokazanu nejednakost na pxiq i p´yn`1´iq.

Rexeǌe.
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1.9 Kompleksni brojevi

71. Izraqunati z ako va�i z “ z2.

Rexeǌe. Neka je z “ x ` iy. Tada x ´ iy “ x2 ´ y2 ` 2ixy, odakle sledi x “ x2 ´ y2i

y “ 2xy. Dakle, x “ ´1
2
ili y “ 0. U prvom sluqaju se dobija y “ ˘

?
3
2
, a u drugom x “ 0

ili x “ 1. Rexeǌa su t0, 1,´1
2
`
?
3
2
,´1

2
´
?
3
2
u.

72. Neka je |z1| “ 1, |z2| “ 1, z1z2 ‰ ´1. Dokazati z “ z1`z2
1`z1z2

P R.

Rexeǌe. Poka�imo da je z “ z:

z “
z1 ` z2
1` z1z2

z1z2
z1z2

“
|z1|

2z2 ` |z2|
2z1

z1z2 ` |z1|2|z2|2
“

z1 ` z2
1` z1z2

“ z.

73. Na�i 4
?
16.

Rexeǌe. Va�i formula za n-ti koren kompleksnog broja:

n
?
z “ n

a

|z|pcos
φ` 2kπ

n
` i sin

φ` 2kπ

n
q, za k “ 0, 1, . . . n´ 1.

Dakle, koreni su ˘2, ˘2i.

74. Predstaviti grafiqki oblasti a) Imz2 ą 2,
b) |z| ą 2` Imz,
v) π

6
ă argz ă π

4
,

g) 1 ă |z| ă 3,
d) |z ´ z0| ď 6.

Rexeǌe. Videti sliku.

75. Da li Abelova grupa pC,`, ¨, 0, 1q mo�e da se uredi?
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Rexeǌe. Ne mo�e. Dokaz- svo�eǌem na kontradikciju. Pretpostavimo da mo�e. Kako je
i ‰ 0, tada bi bilo ´1 “ i2 ą 0. Kontradikcija.

76. Neka je A “ tz P C : |z ` 3i|2 ě 3|z|2 ` 1u i B “ tz P C : |z4 ` i| “ |z4 ´ i|u. Na�i
AXB.

Rexeǌe. Odredimo A. Neka je z “ x` iy P A. Tada je x2 ` py ´ 3
2
q2 ď p5

2
q2. Odredimo B.

Neka je z4 “ x` iy. Tada je x2 ` py ` 1q2 “ x2 ` py ´ 1q2, odnosno y “ 0. Dakle,

z4 “

$

’

&

’

%

0, x “ 0,

|x|ei0, x ą 0,

|x|eiπ, x ă 0,

z “

$

’

&

’

%

0, x “ 0,
4
a

|x|eik
π
2 , k “ 0, 1, 2, 3, x ą 0,

4
a

|x|eip
π
2
` kπ

2
q, k “ 0, 1, 2, 3, x ă 0.

77. Rexiti p12´ 5izqpz ´ iq “ z3 ` i.

Rexeǌe. Kako je z3 ` i “ z3 ´ i3, dobija se

pz ´ iqp12´ 5iz ` z2 ` zi´ 1q “ 0,

odakle je z “ i ili z2 ` 6iz ´ 13 “ 0, odnosno nule su z “ i, z “ ´3i˘ 2.

78. Rexiti |z ` 2` i|2 ` 4z ` 6` 4i “ 0.

Rexeǌe. Neka je z “ x` iy. Tada je x2` 8x` 11` y2` 2y “ 0 i 1´ y “ 0, odnosno y “ 1
i x “ ´4˘

?
2. Dakle, rexeǌa su ´4´

?
2` i i ´4`

?
2` i.

79. Odrediti rexeǌa sistema

ωpzω ´ 1q “ ipzw ´ 1q,

8ω2z2 “ |z|3.
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Rexeǌe. Iz prve jednaqine sistema se dobija ω “ i ili ω “ 1
z
. Razmotrimo sluqaj ω “ i:

Tada je iz druge jednaqine sistema ´8z2 “ |z|3, a kako je z “ |z|eiφ, dobija se z “ 0 ili
z ‰ 0, ´8e2iφ “ |z|, odakle se dobija |z| “ 8, φ “ ´π

2
` kπ, k “ 0, 1.

Razmotrimo sluqaj ω “ 1
z
:

Dobija se 8p z
z
q2 “ |z|3, odakle zbog z “ |z|eiφ sledi |z| “ 2 i φ “ kπ

2
, k “ 0, 1, 2, 3.

Dakle, pz, ωq P tp0, iq, p´8, iq, p8, iq, p2, 1
2
q, p2i, i

2
q, p´2i, ´i

2
q, p´2,´1

2
qu.

80. Rexiti 2|z|Repzq “
?
5pz ´ 2iz ´ 2q.

Rexeǌe. Neka je z “ x ` iy. Tada sledi 2x
a

x2 ` y2 “
?
5px ` 2y ´ 2q i 2x ` y “ 0.

Smenom druge jednaqine u prvu dobija se 2x|x|`3x “ ´2, odakle se u sluqaju x ă 0 nalazi
rexeǌe z “ ´1

2
` i.

1.10 Razni zadaci

81. Skicirati grafik funkcije fpxq “ x4 ´ 4x2.

Rexeǌe. Domen funkcije je R. Funkcija je parna i presjeca apscisu u taqkama p´2, 0q,
p0, 0q, p2, 0q. Funkcija je pozitivnog znaka na p´8,´2q Y p2,8q, a negativnog znaka na
p´2, 2q. Funkcija nema asimptota, lim

xÑ˘8
fpxq “ 8. Nule prvog izvoda se dosti�u za x “

0, x “ ˘
?
2, a znak prvog izvoda je pozitivan na p´

?
2, 0q Y p

?
2,8q, a negativan na

p´8,´
?
2q Y p0,

?
2q. Drugi izvod je jednak nuli za x “ ˘

b

2
3
, tj to su prevojne taqke, a

drugi izvod je pozitivnog znaka na p´8,´
b

2
3
q Y p

b

2
3
,8q.

82. U koordinatnoj ravni nacrtati skup M “ tpx, yq P R2 : rxsy “ xtyuu.

Rexeǌe.
x “ n` α, α P r0, 1q,

y “ m` β, β P r0, 1q,

Iz npm` βq “ pn`αqβ sledi nm “ αβ P r0, 1q, odnosno nm “ 0, tj.bar jedan od brojeva
je ceo.

83. Da li postoji preslikavaǌe f : ZÑ Z tako da je fpfpxqq “ x` 1 za svako x P Z?
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Rexeǌe. Primenom f na fpfpxqq “ x ` 1, dobija se fpfpfpxqqq “ fpxq ` 1 “ fpx ` 1q i
fp0q “ m P Z. Stoga imamo

fpmq “ fpm´ 1q ` 1,

fpm´ 1q “ fpm´ 2q ` 1,

...

fp1q “ fp0q ` 1,

fp0q “ m,

odakle se sabiraǌem dobija fpmq “ 2m i 2m “ 1. Kontradikcija.

84. Na�i najve�u vrednost funkcije fpxq “ x
x2`9

` 1
x2´6x`21

`cos 2πx na intervalu p0,8q.

Rexeǌe. Primenom aritmetiqko-geometrijske nejednakosti, dobija se

fpxq ď
1

6
`

1

12
` 1,

pri qemu nejednakost va�i za x “ 3.

85. Dokazati nejednakost

a` b` c ď
2a3

a2 ` b2
`

2b3

b2 ` c2
`

2c3

c2 ` a2
,

za a, b, c P R.

Rexeǌe. Primetimo da je 2a3

a2`b2
ě 2a ´ b, analogno za b, c. Jednakost se dosti�e za a “

b “ c.

86. Dokazati da je

a

b` 2c` 3d
`

b

c` 2d` 3a
`

c

b` 2a` 3b
`

d

a` 2b` 3c
ě

2

3
,

za sve a, b, c, d ą 0.

Rexeǌe. Neka je Iizraz na levoj strani. Tada je

4pab` ac` ad` bc` bd` cdqI ě pa` b` c` dq2.

Kako je 3pa` b` c` dq2 ě 8pab` ac` ad` bc` bd` cdq, to sledi nejednakost.
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87. Rexiti diferencnu jednaqinu

an`2 “ an`1 ´ an,

a1 “ 1, a2 “ ´1.

Rexeǌe. Karakteristiqna jednaqina je x2´x`1 “ 0, a opxte rexeǌe je an “ C1 cos
nπ
3
`

C2 sin
nπ
3
. Konstante C1, C2 se odre�uju iz poqetnih uslova C1 “ 2, C2 “ 0.

88. Neka je f : R Ñ R, fpxq “ x2 ´ 1. Odrediti f rAs i f´1rBs,za A “ r´1, 0q Y p1, 2q,
B “ p´1, 4s.

Rexeǌe. f rAs “ p´1, 3q i f´1rBs “ r´
?
5, 0q Y p0,

?
5s.

89. Odrediti infimum i supremum skupa S “ tp´1qn 2n`3
n
`
p´1qn`1

2n
: n P Nu.

Rexeǌe. Elementi skupa S su oblika p´1qnr2` 5
2n
s. Posmatrajmo odgovaraju�i niz. Qlano-

vi tog niza sa neparnim indeksima qine rastu�i niz koji te�i ka ´2kad nÑ 8, a qlanovi
niza koji odgovaraju neparnim indeksima qine opadaju�i niz koji te�i ka 2 kad n Ñ 8.
Sledi, svi qlanovi su ve�i od prvog, a maǌi od drugog qlana ovog niza, pa je inf S “ ´9

2
,

a supS “ 13
4
.

90. Neka je S “ tm
n
` 1

m
` 1

n
` n

m
: m,n P Nu. Na�i supS i inf S.

Rexeǌe. Za n “ 1 je m
n
` 1

m
` 1

n
` n

m
“ m`1` 2

m
, pa je supS “ 8. Kako je m

n
` 1

m
` 1

n
` n

m
ą

m
n
` n

m
ě 2 i kako za m “ n va�i da m

n
` 1

m
` 1

n
` n

m
“ 2 ` 2

m
Ñ 2,m Ñ 8, sledi da je

inf S “ 2.

91. Odrediti f´1rAs ako je A “ r0, 1
2
s, fpxq “ x

x2`1
.

Rexeǌe. f´1rAs “ r0,8q, xto se dobija primenom AG nejednakosti za x ě 0:

0 ď
x

x2 ` 1
ď

x

2x
“

1

2
.
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92. Neka je fpnq “ 9 ¨ 4n ´ 13 ¨ 6n ` 4 ¨ 9n, n P N i A “ p´8, 0s. Odrediti f´1rAs.

Rexeǌe. Treba rexiti p9 ¨ 2n ´ 4 ¨ 3nqp2n ´ 3nq ď 0, odakle se dobija f´1rAs “ t1, 2u

93. Proveriti da je proizvod dve parne (neparne) funkcije parna funkcija i da je proizvod
parne i neparne funkcije neparna funkcija.

Rexeǌe. Po definiciji.

94. Odrediti ukupan broj binarnih relacija na n-elementnom skupu. Koliko ima reflek-
sivnih relacija? A simetriqnih?

Rexeǌe. Problem ukupnog broja binarnih relacija nad n-elementnim skupom je ekviva-
lentan popuǌavaǌu kvadratne tablice n ˆ n brojevima 0 ili 1, odnosno iznosi 2n

2
. Broj

refleksivnih relacija je jednak broju mogu�nosti da se popuni tablica nˆ n ako je popu-
ǌena glavna dijagonala, tj. broj mogu�nosti je 2n

2´n. Broj naqina za popuǌavaǌe tablice

koja odgovara simetriqnoj relaciji je 21`2`¨¨¨`n “ 2
n2`n

2 .

95. Dokazati da je preslikavaǌe f : N Ñ R, gde je fpnq “ tαnu, iǌektivno za svako
n P N.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, da je fpnq “ fpmq za m ‰ n. Tada, tαnu “ tαmu tj.
αn “ p` αm, za neko p P Z. Me�utim, tada je α “ p

n´m
P Q, kontradikcija.

96. Na�i maksimum funkcije fpx, y, zq “ 5x´ 6y` 7z na elipsoidu 2x2 ` 3y2 ` 4z2 “ 1.

Rexeǌe. Primenom Koxi-Xvarcove nejednakosti se dobija

p5x´5y`7zq2 “ p
5
?
2
¨
?
2x´

6
?
3
¨
?
3y`

7

2
¨2zq2 ď pp

5
?
2
q
2
`p´

6
?
3
q
2
`p

7

2
q
2
qp2x2`3y2`4z2q “

147

4
,

odakle je maksimum funkcije
?
147
2

.

27



1.11 Nizovi

Definicija 9. a P R je graniqna vrednost niza panqnPN ako

p@ε ą 0qpDn0 P Nqp@n ě n0 ùñ |an ´ a| ă εq

Teorema. Pretpostavimo da za nizove panqnPN, pbnqnPN, pvnqnPN va�i

an ď bn ď cn,

lim
nÑ8

an “ lim
nÑ8

cn “ L.

Tada je i limnÑ8 bn “ L.

Teorema. Monoton i ograniqen niz konvergira.

97. Dokazati po definiciji da je limnÑ8
1
n
“ 0, limnÑ8

2n`1
n`2

“ 2, limnÑ8
n

n2`1
“ 0.

Rexeǌe. Trivijalno.

98. Na�i lim
nÑ8

p 2n3

2n2`3
´ 5n2`1

5n`1
q.

Rexeǌe. Limes je 1
5
.

99. Ako je |a|, |b| ă 1, na�i lim
nÑ8

n
ř

k“0

ak

n
ř

k“0
bk
.

Rexeǌe. Limes je b´1
a´1

.

100. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

1?
n2`k

.

Rexeǌe. Primenom teoreme o tri limesa n?
n2`n

ď
n
ř

k“1

1?
n2`k

ď n?
n2`1

, nalazi se da je

limes jednak 1.
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101. Dokazati lim
nÑ8

an

n!
“ 0.

Rexeǌe. Postoji m P N takvo da m ą a. Stoga,

0 ă
a

1

a

2
¨ ¨ ¨

a

m´ 1

a

m
¨ ¨ ¨

a

n´ 1

a

n
ď
am

m!
p
a

m
q
n´m`1

Ñ 0, nÑ 8.

102. Dokazati (za a ą 1) lim
nÑ8

nk

an
“ 0.

Rexeǌe. Zapiximo nk

an
“ p n

k?an
qk i uvedimo smenu b “ k

?
a ą 1. Kako je na osnovu binomne

formule

0 ă
n

bn
“

n

p1` b´ 1qn
ď

n
npn´1q

2
pb´ 1q2

“
2

pb´ 1q2
1

n´ 1
Ñ 0, nÑ 8,

to je i

0 ă p
n

bn
q
k
ď p

2

pb´ 1q2
1

n´ 1
q
k
Ñ 0, nÑ 8.

103. Dokazati (za a ą 1) lim
nÑ8

loga n
n
“ 0.

Rexeǌe. Dokaz po definiciji. Na osnovu prethodnog zadatka, kako je lim
nÑ8

n
aεn

“ 0 , za

svako ε ą 0 va�i
1

aεn
ď

n

aεn
ă 1,

odakle je
loga 1 ď loga n ă loga a

εn,

0 ď loga n ă εn,

0 ď
loga n

n
ă ε.

104. Dokazati lim
nÑ8

n
1
n “ 1.

Rexeǌe. Primetimo da je n
?
n ě 1 za n ě 1. Na osnovu AG nejednakosti je

1 ď n
?
n “

n

b

1 ¨ 1 ¨ ¨ ¨
?
n
?
n ď

1` 1` ¨ ¨ ¨
?
n`

?
n

n
“

2
?
n
`
n´ 2

n
Ñ 0` 1 “ 1, nÑ 8.
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105. Na�i lim
nÑ8

n

d

n
ř

k“1

k10.

Rexeǌe. Primenom teoreme o tri limesa, uz kori71eǌe prethodnog zadatka imamo

n
?
110 ď n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 ď
n
?
n11,

lim
nÑ8

n

g

f

f

e

n
ÿ

k“1

k10 “ 1.

106. Dokazati lim
nÑ8

n

d

k
ř

i“1

ani “ max ta1, a2, . . . aku

Rexeǌe. Kako je ai ď max ta1, a2, . . . aku za i “ 1, . . . k, a maksimum konaqnog skupa se
dosti�e, to je

max ta1, a2, . . . aku ď
n

g

f

f

e

k
ÿ

i“1

ani ď k
1
n max ta1, a2, . . . aku.

107. Na�i lim
nÑ8

n
?
an ` nb, gde su a ą 0, b P R.

Rexeǌe. Razmotrimo slede�e sluqajeve:
1) a ą 1:

n
a

an ` nb “ a
n

c

1`
nb

an
Ñ a, nÑ 8.

2) 0 ă a ă 1:

n
?
an ` bn “ n

?
n
b n

c

an

nb
` 1Ñ 1, nÑ 8.

3) a “ 1:

n
a

1` nb Ñ 1, nÑ 8.
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108. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“1

p1´ 1
k2
q.

Rexeǌe. Kako je

n
ź

k“1

p1´
1

k2
q “

n
ś

k“1

pk ´ 1q
n
ś

k“1

pk ` 1q

n
ś

k“1

k2
,

pomeraǌem indeksa u proizvodima u brojiocu i skra�ivaǌem odgovaraju�ih razlomaka,
dobija se

n
ź

k“1

p1´
1

k2
q “

n´ 1

2n
,

odakle puxtaǌem limesa imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“1

p1´
1

k2
q “

1

2
.

109. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“1

p1´ 1
kpk`1q

2

q.

Rexeǌe. Kako je
n
ź

k“1

p1´
1

kpk`1q
2

q “

n
ź

k“1

pk ` 2qpk ´ 1q

kpk ` 1q
,

pomeraǌem indeksa i skra�ivaǌem razlomaka se dobija

lim
nÑ8

n
ź

k“1

p1´
1

kpk`1q
2

q “ lim
nÑ8

n` 2

3n
“

1

3
.

110. Na�i lim
nÑ8

n
ś

k“1

k3´1
k3`1

.

Rexeǌe.

lim
nÑ8

n
ź

k“1

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

n
ź

k“1

pk ´ 1qpk2 ` k ` 1q

pk ` 1qpk2 ´ k ` 1q
,

a va�i identitet k2´k`1 “ pk´1q2`pk´1q`1, to nakon pomeraǌa indeksa u proizvodu
i kancelacije, imamo

lim
nÑ8

n
ź

k“1

k3 ´ 1

k3 ` 1
“ lim

nÑ8

2

3

n2 ` n` 1

n2 ` n
“

2

3
.
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Teorema. Neka je pynqnPN strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ `8 i postoji lim
nÑ8

xn`1´xn
yn`1´yn

. Tada

je lim
nÑ8

xn
yn
“ lim

nÑ8

xn`1´xn
yn`1´yn

.

111. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

k?k

n
.

Rexeǌe. Ovde je yn “ n strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

n`1
?
n` 1 “

1, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k
?
k

n
“ 1.

112. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

k4

n5 .

Rexeǌe. Ovde je yn “ n5 strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

pn`1q4

pn`1q5´n5 “

1
5
, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

k4

n5
“

1

5
.

113. Na�i lim
nÑ8

n
ř

k“1

kp

np`1 , p P N.

Rexeǌe. Ovde je yn “ np`1 strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“

lim
nÑ8

pn`1qp

pn`1qp`1´np`1 “
1
p
, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

kp

np`1
“

1

p
.

32



114. Dokazati Koxijev stav: Ako je lim
nÑ8

an “ a, onda je i lim
nÑ8

n
ř

k“1
ak

n
“ a.

Rexeǌe. Ovde je yn “ n strogo rastu�i niz, lim
nÑ8

yn “ 8, kao i lim
nÑ8

yn`1´yn
n`1´n

“ lim
nÑ8

an`1

1
“

a, pa je primenom Xtolcove teoreme

lim
nÑ8

n
ř

k“1

ak

n
“ a.

115. Dokazati lim
nÑ8

1
n?n!

“ 0

Rexeǌe. Dokaza�emo da je n! ą pn
3
qn indukcijom. Za n “ 1 nejednakost je taqna. Pretpo-

stavimo da je taqna za n i doka�imo za n` 1:

pn` 1q! “ n!pn` 1q ą p
n

3
q
n
pn` 1q “ p

n` 1

3
q
n`1 3

p1` 1
n
qn
ą p

n` 1

3
q
n`1.

Posledǌa nejednakost je taqna, jer je (primenom binomne formule)

p1`
1

n
q
n
ă 2`

1

2!
p1´

1

n
q ` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
p1´

1

n
qp1´

2

n
q ¨ ¨ ¨ p1´

n´ 1

n
q,

p1`
1

n
q
n
ă 2`

1

2!
`

1

3!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
,

p1`
1

n
q
n
ă 1` 1`

1

2
` ¨ ¨ ¨ `

1

2n´1
ă 1`

1

1´ 1
2

“ 3.

Daǉe se dokaz izvodi na osnovu teoreme o tri limesa.

116. Dokazati da je niz xn “ p1`
1
n
qn rastu�i i ograniqen odozgo, a niz yn “ p1`

1
n
qn`1

opadaju�i i ograniqen odozdo. Zato oni imaju zajedniqku graniqnu vrednost:

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n
“ lim

nÑ8
p1`

1

n
q
n`1

“ e.

Rexeǌe. Kako je

xn`1
xn

“ p1´
1

pn` 1q2
q
n`1n` 1

n
ą p1´

1

n` 1
q
n` 1

n
“ 1,

a primenom Bernulijeve nejednakosti je

yn
yn´1

“
1

p1` 1
n2´1

qn

n` 1

n
ă

1

1` n
n2´1

n` 1

n
ă 1,

to je niz xn rastu�i, a yn je opadaju�i. Tako�e, 0 ă yn ´ xn ă
e
n
Ñ 0, n Ñ 8, odakle

sledi da su limesi ovih nizova jednaki me�usobno i jednaki e.
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117. Neka je pn proizvoǉan niz brojeva koji te�i `8 i qn proizvoǉan niz brojeva koji
te�i ´8 kad nÑ 8. Dokazati da je

lim
nÑ8

p1`
1

pn
q
pn “ lim

nÑ8
p1`

1

qn
q
qn .

Rexeǌe. Neka je nk bilo koji broj celih brojeva koji te�i `8. Tada je

lim
nkÑ8

p1`
1

nk
q
nk “ e.

Ako niz proizvoǉnih brojeva pk te�i `8, to postoji takav niz cijelih brojeva nk da je
nk ă pk ă nk ` 1 i nk Ñ 8. Kako leva i desna strana nejednakosti

p1`
1

nk ` 1
q
nk ă p1`

1

pk
q
pk ă p1`

1

nk
q
nk`1

te�e e, to je po teoremi o tri limesa i

lim
nÑ8

p1`
1

pn
q
pn “ e.

Analogno za negativan niz.

118. Dokazati da je lim
nÑ8

n?n!
n
“ e´1.

Rexeǌe. Posmatrati niz
ln n!
nn

n
i primeniti Xtolcovu teoremu.

119. Dokazati:

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n`1

“ e,

lim
nÑ8

p1´
1

n
q
n
“ e´1,

lim
nÑ8

p
n` 1

n´ 1
q
n
“ e2,

lim
nÑ8

p
2n` 3

2n` 1
q
n
“ e.

Rexeǌe. Kori7eǌem prethodnog zadatka i qiǌenice da neprekidna eksponencijalna funk-
cija komutira sa limesom.

120. Dokazati da je 1
n`1

ď ln p1` 1
n
q ď 1

n
za svako n P N i da je r

r`1
ď ln p1` rq ď r za

svako r P Q .
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Rexeǌe. Na osnovu jednog od prethodnih zadataka p1` 1
n
q ď e ď p1` 1

n
qn`1. Logaritmova-

ǌem i sre�ivaǌem izraza dobija se �eǉena nejednakost. Uopxtavaǌem se dobija nejednakost
i za racionalne brojeve.

Definicija 10. Niz pxnqnPN je Koxijev ako va�i

p@ε ą 0qpDn0 P Nqp@m ě n ě n0 ùñ |xm ´ xn| ă εq,

p@ε ą 0qpDn0 P Nqp@n ě n0, @p P N ùñ |xn`p ´ xn| ă εq.

Teorema. Svaki konvergentan niz je Koxijev. U kompletnom metriqkom prostoru svaki Kos-
hijev niz konvergira.

121. Dokazati da niz an “ 1` 1
22
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n2 konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p ´ an| ď
1

npn` 1q
` ¨ ¨ ¨ `

1

pn` p´ 1qpn` pq
“

1

n
´

1

n` p
ă

1

n
ă ε.

122. Dokazati da niz an “
sin 1
2
` sin 2

22
` ¨ ¨ ¨ ` sinn

2n
konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p ´ an| ď
1

2n
` ¨ ¨ ¨ `

1

2pn`pq
“

1

2n`1
1´ p1

2
qp

1´ 1
2

ă
1

2n
ă ε.

123. Dokazati da niz an “
cos 1!
1¨2

` cos 2!
2¨3

` ¨ ¨ ¨ ` cosn!
npn`1q

konvergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da je niz Koxijev u R:

|an`p´an| ď
1

pn` 1qpn` 2q
`¨ ¨ ¨`

1

pn` pqpn` p` 1q
ă

1

n` 1
´

1

n` p` 1
ă

1

n` 1
ă ε.

124. Dokazati da niz xn “ 1` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
divergira.
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Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da niz nije Koxijev u R. Neka je ε P p0, 1
2
q.

|xn`p ´ xn| “
1

n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

n` p
ě

p

n` p
.

Neka je p “ n. Tada je

|x2n ´ xn| ě
n

2n
“

1

2
ą ε.

125. Dokazati da niz xn “
1

log 2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

logn
divergira.

Rexeǌe. Ekvivalentno, pokaza�emo da niz nije Koxijev u R. Neka je ε P p0, 1
2
q.

|xn`p ´ xn| “
1

log n` 1
` ¨ ¨ ¨ `

1

log n` p
ě

p

log pn` pq
ą

p

n` p
.

Neka je p “ n. Tada je

|x2n ´ xn| ě
n

2n
“

1

2
ą ε.

126. Dokazati da niz xn “ p0 `
p1
10
` ¨ ¨ ¨ `

pn
10n

, pi P N, pi ď 9 konvergira.

Rexeǌe. Niz je rastu�i:

xn`1 ´ xn “
pn`1
10n`1

ď 0.

Niz je ograniqen odozgo:

xn ď 9`
9

10
` ¨ ¨ ¨ `

9

10n
“ 9

1´ 1
10n`1

1´ 1
10

“ 10´ 10n ă 10.

Monoton i ograniqen niz konvergira.

127. Dokazati da niz xn “ p1`
1
2
qp1` 1

4
q . . . p1` 1

2n
q.

Rexeǌe. Niz je rastu�i:
xn`1
xn

“ 1`
1

2n`1
ą 1.

Niz je ograniqen odozgo:

lnxn “ ln p1`
1

2
q`ln p1`

1

4
q`¨ ¨ ¨`ln p1`

1

2n
q ď

1

2
`
1

4
`¨ ¨ ¨`ln p1`

1

2n
q “

1

2

1´ 1
2n

1´ 1
2

ă 1,

xn ă e.

Niz je monoton i ograniqen, pa konvergira.
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128. Neka je dat niz: x1 “
?
2, xn “

b

2`
a

¨ ¨ ¨ `
?
2. (n korena). Dokazati da konver-

gira i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je rastu�i, xto se pokazuje indukcijom. Va�i x1 ă x2. Pretpostavimo da
va�i xn ă xn`1. Tada je i xn`1 “

?
2` xn ă

?
2` xn`1 “ xn`2. Niz je ograniqen odozgo

sa 2, xto se tako�e proverava indukcijom. Va�i x1 ă 2. Pretpostavimo da je xn ă 2. Tada
je i xn`1 “

?
2` xn ă

?
2` 2 “ 2.

129. Neka je 2 ă a1 ă 3 i 5an`1 “ a2n ` 6. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Doka�imo da je niz ograniqen (indukcijom). Va�i 2 ă a1 ă 3. Pretpostavimo da

je 2 ă an ă 3. Tada je i an`1 “
a2n`6

5
P p2, 3q. Niz je opadaju�i: an`1´ an “

pan´2qpan´3q
5

ă

0. Sledi, niz konvergira. Prolaskom limesom kroz jednakost 5an`1 “ a2n ` 6 imamo a2 ´
5a` 6 “ 0. Zbog opisanih svojstava niza, mora biti a “ lim

nÑ8
an “ 2.

130. Neka je x1 “ 1, xn`1 “
4xn`2
xn`3

. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je dobro definisan (indukcijom se pokazuje da je xn ą 0). Niz je ograniqen
odozgo sa 4 (indukcijom). Niz je rastu�i, xto se tako�e proverava indukcijom. Dakle, niz
konvergira i x “ 4x`2

x`3
, odakle mora biti x “ lim

nÑ8
xn “ 2.

131. Neka je a ą b ą 0 i x1 “
a`b
2
, y1 “

?
ab i xn`1 “

xn`yn
2

, yn`1 “
?
xnyn. Dokazati

da nizovi xn i yn konvergiraju.

Rexeǌe. Indukcijom se proverava da je niz yn dobro definisan, dok je dobra definisanost
niza xn oqigledna. Primetimo da je na osnovu AG nejednakosti xn ě yn za svako n P N.
Niz xn je rastu�i, dok je niz yn opadaju�i. Oba niza su ograniqena. Neka je x “ lim

nÑ8
xn i

y “ lim
nÑ8

yn. Puxtaǌem limesa kroz rekurentne formule koje definixu posmatrane nizove,

dobija se x “ y.

132. Neka je x1 “ 0 i xn “
1

1`xn
. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je niz dobro definisan, a odatle sledi i ograniqenost
niza odozgo sa 1. Podniz qlanova sa neparnim indeksima je rastu�i, a podniz qlanova
sa parnim indeksima je opadaju�i, xto se proverava indukcijom. Neka je x “ lim

nÑ8
x2n i

y “ lim
nÑ8

x2n`1. Tada, x “
1

1`y
i y “ 1

1`x
, odakle sledi x “ y. Dakle, x2 ` x ´ 1 “ 0 i

x “ ´1`
?
5

2
(drugo rexeǌe odbacujemo zbog ǌegove negativnosti).
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133. Neka je x0 “ a ą 0 i xn`1 “
3x2n

1`2xn
. Dokazati da niz konvergira i na�i limes.

Rexeǌe. Niz je dobro definisan, xto se proverava indukcijom. Ako je xn ă 1, niz opada,
a ako je xn ą 1 niz raste. Proverava se da za 0 ă a ă 1 va�i xn ă 1 za svako n P N, a
za a ą 1 je xn ą 1 za svako n P N. U prvom sluqaju, graniqna vrednost je 0, a u drugom
sluqaju niz divergira.

134. Neka je xn`1 “ x2n ´ xn ` 1, x1 “ a P R. Ispitati konvergenciju niza.

Rexeǌe. Za a “ 0 ili a “ 1 niz je konstantan (svaki qlan je jednak 1) i konvergira.
Pretpostavimo da je a ‰ 1 “ 0, a ‰ 1. Tada, niz je dobro definisan i xn`1 ´ xn ě 0, pa
je rastu�i. Kandidat za limes je 1. U sluqajevima a ą 1 i a ă 0 niz divergira. U sluqaju
0 ă a ă 1, niz je ograniqen odozgo sa 1 i konvergira. Dakle, lim

nÑ8
xn “ 1 za a P r0, 1s.

135. Dokazati da sinn i cosn divergiraju.

Rexeǌe. Pretpostavimo suprotno, lim
nÑ8

sinn “ a. Tada je i lim
nÑ8

cosn “
?
1´ a2. Sa druge

strane, zbog sin 2n “ 2 sinn cosn, mora biti a “ 2a
?
1´ a2 i zbog cos 2n “ cos2 n´ sin2 n

mora biti
?
1´ a2 “ 1 ´ 2a2. Iz prve jednakosti je a “

?
3
2
, smenom u drugu, dobija se

1
4
“ 1´ 2 ¨ 3

4
“ ´1

2
. Kontradikcija.

Definicija 11. Podniz niza xn je preslikavaǌe x ˝ ϕ, gde je ϕ : N Ñ N koje je ”1-1”i
strogo rastu�e.

Definicija 12. x je taqka nagomilavaǌa niza xn ako u svakoj ε-okolini ima beskonaqno
mnogo qlanova niza.

Teorema. Svaki ograniqen niz ima taqku nagomilavaǌa.

Teorema. Taqka x je taqka nagomilavaǌa niza akko postoji podniz xnk tako da lim
kÑ8

xnk “ x.

136. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza p´1qnp2` 3
n
q.

Rexeǌe. Niz p´1qn divergira i ima dve taqke nagomilavaǌa, ´1 i 1, dok niz 2 ` 3
n
kon-

vergira ka 2. Skup taqaka nagomilavaǌa je t´2, 2u.
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137. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza p1` 1
n
qnp´1qn ` sinnπ4.

Rexeǌe. Kako je

lim
nÑ8

p1`
1

n
q
n
“ e,

p´1qn “

"

1, n “ 2k,

´1, n “ 2k ` 1,
i

sin
nπ

4
“

$

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

’

%

0 n “ 8k,
?
2
2
, n “ 8k ` 1,

1, n “ 8k ` 2,

´
?
2
2
, n “ 8k ` 3,

0 n “ 8k ` 4,

´
?
2
2
, n “ 8k ` 5,

´1, n “ 8k ` 1,
?
2
2
, n “ 8k ` 7,

to je skup taqaka nagomilavaǌa A “ t´e´
?
2
2
,´e`

?
2
2
, e, e´ 1, e` 1u.

138. Odrediti skup taqaka nagomilavaǌa niza n2

1`n2 cos
2nπ
3
.

Rexeǌe. Analogno prethodnim zadacima, skup taqaka nagomilavaǌa je t´1
2
, 1u.

139. Neka je x1 P p0, 1q i xn`1 “
n
ř

k“1

ln p1` xkq za n ą 1. Izraqunati lim
nÑ8

xn.

Rexeǌe. Indukcijom (uz kori71eǌe nejednakosti lnp1`xq ď x) se pokazuje da je xn P p0, 1q

za svako n P N. Kako je nxn`1´pn´1qxn “ ln p1` xnq, tj. xn`1´xn “
ln p1`xnq´xn

n
ă 0, to

je niz opadaju�i. Dakle, niz xn konvergira i za ǌegov limes va�i x “ ln p1` xq, odnosno
x “ 0.

140. Neka je x0 P p0, πq i xn “
1
n

n´1
ř

k“0

sinxk za n ą 1. Izraqunati (ako postoji) lim
nÑ8

xn.

Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je xn P p0, πq za svako n P N. Kako je nxn´pn´1qxn´1 “
sinxn, to je xn ´ xn´1 “

sinxn´xn
n

ď 0, pa je niz opadaju�i. Sledi, konvergira i za ǌegov
limes va�i x “ sinx na osnovu Koxijeve teoreme. Konaqno, zakǉuqujemo x “ 0.
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141. Dokazati

lim
nÑ8

p1` 1`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
q “ e,

e “ 2`
1

2!
` ¨ ¨ ¨ `

1

n!
`

θn
n ¨ n!

, 0 ă θn ă 1.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 35.

142. Dokazati da je e iracionalan.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 35.

143. Dokazati lim
nÑ8

npa
1
n ´ 1q “ ln a, a ą 0.

Rexeǌe. ǈaxko, zadatak 39.

144. Izraqunati lim
nÑ8

| sin pπ
?
n2 ` n` 1q|.

Rexeǌe. lim
nÑ8

| sin pπ
?
n2 ` n` 1q| “ lim

nÑ8
|p´1qn sin pπ

?
n2 ` n` 1´ πnq| “ lim

nÑ8
| sin p πpn`1q

?
n2`n`1`n

q| “

| sin π
2
| “ 1.

145. Dokazati da an “

c

1`
b

2`
a

3` ¨ ¨ ¨ `
?
n konvergira.

Rexeǌe. Niz je rastu�i. Poka�imo da je i oraniqen: an “
?
2

c

1
2
`

b

2
4
` ¨ ¨ ¨ `

a

n
2n
ă

?
2

b

1`
a

1` ¨ ¨ ¨ `
?
1 “

?
2bn. Kako je bn`1 “

?
1` bn, lako se proverava da je bn

ograniqen odozgo sa 2, xto znaqi da je an ograniqen odozgo sa 2
?
2. Niz an konvergira.

146. Neka je 0 ă x0 ă 1 i xn`1 “ xn ´ x
2
n, n ě 0. Na�i lim

nÑ8
xn, lim

nÑ8
nxn.
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Rexeǌe. Indukcijom se pokazuje da je 0 ă xn ă 1. Niz je opadaju�i i konvergira ka 0.
Primenom Xtolcovog stava je lim

nÑ8
nxn “ lim

nÑ8

n
1
xn

“ lim
nÑ8

n`1´n
1

xn`1
´ 1
xn

“ lim
nÑ8

p1´ xnq “ 1.

147. Dokazati da je lim
nÑ8

p 1
n`1

` 1
n`2

` ¨ ¨ ¨ ` 1
2n
q “ ln 2.

Rexeǌe. Na osnovu zadatka sa prethodnih casova je 1 ` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
“ γ ` lnn ` εn, gde

εn Ñ 0 kad nÑ 8. Sliqno, 1` 1
2
` ¨ ¨ ¨ ` 1

n
` ¨ ¨ ¨ ` 1

2n
“ γ ` ln 2n` ε2n, gde ε2n Ñ 0 kad

nÑ 8. Oduzimaǌem ove dve relacije, dobija se tra�eno.

148. Neka je x1 “ a, x2 “ b, xn “
xn´1`xn´2

2
, n ě 3. Na�i lim

nÑ8
xn.

Rexeǌe. Rexavaǌem posmatrane diferencne jednaqine se dobija xn “
4pb´aq

3
p´1

2
qn ` a`2b

3
.

Tra�eni limes je a`2b
3

.

149. Na�i lim
nÑ8

pnmq
nm

.

Rexeǌe. Primenom definicije binomnog koeficijenta se dobija da je tra�eni limes 1
m!

.

150. Neka je 0 ď xn ď xm ` xn, m,n P N. Dokazati da xn
n

konvergira.

Rexeǌe. Primenom subaditivnosti imamo 0 ď xn ď nx1, odnosno 0 ď xn
n
ď x1. Dakle,

postoji infimum skupa txn
n
u koji �emo oznaqiti sa α. Neka je ε ą 0. Tada postojim tako da

je α ď xm
m
ď α` ε

2
. Kako je n “ qm`r i xn ď qxm`xr, to je α ď xn

n
ă pα` ε

2
q
qm
qm`r

` xr
n
ă

α ` ε. Odavde je lim
nÑ8

xn
n
“ α.

151. Neka je x1 ą 0 i xn`1 “ ´1`
n
?
1` xn. Na�i lim

nÑ8
xn, lim

nÑ8

xn`1

xn
, lim
nÑ8

nxn.

Rexeǌe.
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152. Neka je x0 ą 0 i xn`1 “
xn

1`x2n
. Na�i lim

nÑ8
xn, lim

nÑ8
nx2n.

Rexeǌe.

153. Na�i limes niza an “
n`1
a

ppn` 1q!´ n
?
n!.

Rexeǌe.

154. Neka je niz xn definisan sa xn`1 “ αxn ` p1 ´ αqxn´1 za sve n ě 1. Na�i limes
niza u zavisnosti od α, x0, x1.

Rexeǌe.

155. Niz xn realnih brojeva zadovoǉava lim
nÑ8

px2n` x2n`1q “ 315 i lim
nÑ8

px2n ` x2n´1q “

2003. Izraqunati lim
nÑ8

x2n
x2n`1

.

Rexeǌe.

156. Neka je an niz realnih brojeva takav da je lim
nÑ8

an
n
ř

k“1

a2k “ 0. Dokazati da je

lim
nÑ8

p3nq
1
3an “ 1.

Rexeǌe.

157. Neka je an niz realnih brojeva takvih da an ě 1 za sve n i da niz pan ` a´1n qně1
konvergira. Dokazati da je niz an konvergentan.

Rexeǌe.
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158. Neka je Sn “
n
ř

k“1

b

1` k
n2 ´ 1. Pokazati da je lim

nÑ8
Sn “

1
4

Rexeǌe.

159. Neka je xn niz i yn “ xn´1 ` xn za sve n ě 2. Pretpostavimo da yn konvergira.
Pokazati da i niz xn konvergira.

Rexeǌe.

160. Neka je an niz realnih brojeva takvih da lim
nÑ8

p2an`1 ´ anq “ l. Dokazati da je

lim
nÑ8

an “ l.

Rexeǌe.

1.12 Funkcije

161. Na�i lim
xÑ0

p1`nxqm´p1`mxqn

x2
.

Rexeǌe. Primenom binomne formule, dobija se da je tra�eni limes
`

n
2

˘

m2 ´
`

m
2

˘

n2.

162. Na�i lim
xÑ0

xm´1
xn´1

, m,n P N

Rexeǌe. Kancelacijom sa x´ 1, dobija se da je tra�eni limes jednak m
n
.

163. Na�i lim
xÑ1
p m
1´xm

´ n
1´xn

q.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene t “ x´ 1 i primenom binomne formule, dobija se da je tra�eni
limes m´n

2
.
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164. Na�i lim
xÑa`

?
x´
?
a`
?
x´a

?
x2´a2

.

Rexeǌe. Faktorisaǌem razlike kvadrata i kancelacijom sa
?
x´ a, dobija se da je traz-

heni limes 1?
2a
.

165. Na�i lim
xÑ8

?
9`2x´5
3
?
x´2

.

Rexeǌe. Kori71eǌem identiteta t2 ´ a2 “ pt´ aqpt` aq i t3 ´ a3 “ pt´ aqpt2 ` ta` a2q,
dobija se da je tra�eni limes 12

5
.

166. Na�i lim
xÑ0

1´cosx
2

.

Rexeǌe. Kori71eǌem adicione formule i poznatog limesa lim
xÑ0

sinx
x
“ 1, dobija se da je

tra�eni limes 1
2
.

167. Na�i lim
xÑ0

sin 7x´sin 4x
sin 2x

.

Rexeǌe. Kori71eǌem adicione formule, dobija se da je tra�eni limes 3
2
.

168. Na�i lim
xÑπ

sinmx
sinnx

.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene x “ π` t i primenom adicione formule, dobija se da je tra�eni
limes p´1qm´nm

n
.

169. Neka je a ‰ π
2
` kπ. Na�i lim

xÑa

tanx´tan a
x´a

.

Rexeǌe. Limes je jednak 1
cos2 a

.
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170. Dokazati da ne postoji lim
xÑ8

sinx.

Rexeǌe. Tra�eno se zakǉuquje posmatraǌem limesa na nizovima nπ i π
2
`2nπ i primenom

Hajneove teoreme.

171. Na�i lim
xÑ8

p
?
x2 ` x´ xe

1
x q.

Rexeǌe. Smenom x “ 1
t
uz kori71eǌe qiǌenice da je p1`tq

1
2 “ 1` 1

2
t`optq i et “ 1`t`optq

kad tÑ 0, dobija se da je tra�eni limes jednak ´1
2
.

172. Dokazati da ne postoji lim
xÑ8

txu.

Rexeǌe. Primenom Hajneove definicije graniqne vrednosti na nizovima xn “ n, yn “
n` 1

2
.

173. Na�i lim
xÑ0

3
?
1`3x` 5

?
1`5x´2

?
1`2x´1

.

Rexeǌe. Kori71eǌem asimptotske ekvivalencije se dobija da je tra�eni limes 2.

174. Na�i lim
xÑ1

x2 lnx
x´1

.

Rexeǌe. Uvesti smenu t “ x´ 1 i koristiti poznate limese.

175. Na�i lim
xÑ´8

?
x2 ` 2x` 2´

?
x2 ´ 2x` 4.

Rexeǌe. Napisati izraz u obliku razlike kvadrata. Tra�eni limes je -2.

176. Na�i lim ex cosx´1
x

.
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Rexeǌe. U brojilac dodati ˘ cosx i iskoristiti poznate limese da bi se dobilo da je
tra�eni limes 1.

177. Na�i lim
xÑ´8

3
?
x3 ´ x2 ` 1´ x cos 1

x
.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene t “ 1
x
i kori71eǌem asimptockih ekvivalencija dobija se rezul-

tat ´1
3
.

178. Na�i lim
xÑ0
p2

x`3
4
q

1
x

Rexeǌe. Kori71eǌem poznatog limesa lim
xÑ0

ax´1
x
“ ln a, dobija se da je rezultat 4

?
2.

179. Na�i lim
xÑ0

cos
?
x´
?
1`x

x`sinx
.

Rexeǌe. U brojiocu se ˘1 i koriste se poznati limesi da bi se dobio rezultat ´1
2
.

180. Na�i lim
xÑ2

2x sin πx
4
´4

x´2

Rexeǌe. U brojiocu dodati i oduzeti 2x, dobija se da je tra�eni limes 4 ln 2.

181. Na�i lim
xÑ8

p
?
x2 ` x´ xe

1
x q.

Rexeǌe. Smenom x “ 1
t
uz kori71eǌe qiǌenice da je p1`tq

1
2 “ 1` 1

2
t`optq i et “ 1`t`optq

kad tÑ 0, dobija se da je tra�eni limes jednak ´1
2
.

182. Dokazati da ne postoji lim
xÑ8

txu.
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Rexeǌe. Primenom Hajneove definicije graniqne vrednosti na nizovima xn “ n, yn “
n` 1

2
.

183. Na�i lim
xÑ0

3
?
1`3x` 5

?
1`5x´2

?
1`2x´1

.

Rexeǌe. Kori71eǌem asimptotske ekvivalencije se dobija da je tra�eni limes 2.

184. Na�i lim
xÑ1

x2 lnx
x´1

.

Rexeǌe. Uvesti smenu t “ x´ 1 i koristiti poznate limese.

185. Na�i lim
xÑ´8

?
x2 ` 2x` 2´

?
x2 ´ 2x` 4.

Rexeǌe. Napisati izraz u obliku razlike kvadrata. Tra�eni limes je -2.

186. Na�i lim ex cosx´1
x

.

Rexeǌe. U brojilac dodati ˘ cosx i iskoristiti poznate limese da bi se dobilo da je
tra�eni limes 1.

187. Na�i lim
xÑ´8

3
?
x3 ´ x2 ` 1´ x cos 1

x
.

Rexeǌe. Uvo�eǌem smene t “ 1
x
i kori71eǌem asimptockih ekvivalencija dobija se rezul-

tat ´1
3
.

188. Na�i lim
xÑ0
p2

x`3
4
q

1
x

Rexeǌe. Kori71eǌem poznatog limesa lim
xÑ0

ax´1
x
“ ln a, dobija se da je rezultat 4

?
2.
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189. Na�i lim
xÑ0

cos
?
x´
?
1`x

x`sinx
.

Rexeǌe. U brojiocu se ˘1 i koriste se poznati limesi da bi se dobio rezultat ´1
2
.

190. Na�i lim
xÑ2

2x sin πx
4
´4

x´2

Rexeǌe. U brojiocu dodati i oduzeti 2x, dobija se da je tra�eni limes 4 ln 2.

191. Ispitati neprekidnost funkcije fpxq “ rxs sinπx.

Rexeǌe. Funkcija je neprekidna na R.

192. Ispitati neprekidnost funkcije lim
xÑ0

n
a

1` |x|n ` px
2
q2n

Rexeǌe. Funkcija je neprekidna na R.

193. Ispitati neprekidnost funkcije fpxq “ rxs lnx´ ln prxs!q, x ě 1.

Rexeǌe. Funkcija je neprekidna na domenu.

194. Odrediti a, b, c tako da funkcija bude neprekidna na R

fpxq “

$

’

’

’

&

’

’

’

%

2x` a, x ď ´2

x2 ` b, ´2 ă x ď 3

ex ` c, 3 ă x ď 5

x2 ` 2x` 7, x ą 5

Rexeǌe. Odrediti a, b, c tako da funkcija bude neprekidna u taqkama ´2, 3 i 5.
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