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1 Amammsa l

1.1 Pa3sm 3amarnm
1. Ilokasatu na 3a ceaku peanan Gpoj T Bawu mejemmaxoct sin (cosx) < cos (sinz).

Pemen.e. Iloka3zahieMo mpBO HejeqHAKOCT 3a L € [O, 2) Kako je sinz < z 3a 2z € (O, 1), TO
je sin (cosx) < cosz. Ha wunrepsany |0, %) ¢GyEEMIja COST je omamajyha, ma um3 Sinx <
cremu cosx < cos (sin ). Komauno, ciemm sin (cosx) < cos (sinz) sa craxo x € [0F). 3a
T e [%,W] je sin (cosz) < 0 < cos (sinx), Tj. mejemmaroct Bamm. C 063UPOM HA TAPHOCT IO-
cMaTpanux $yHENUjA, HejeMHAKOCT Basky Ha maTepBasy |—7, T|. C 063upom Ha 27T-MepUo MMUHOCT

moCMaTpaHUX (PYHKIMja, HejeHAKOCT Baskd 3a cBako T € R.

2. Pemuru 165777 1 16°5° ¢ < 17.

. 2 .. _ 1—gi 2 _ 16sin2:v
Pememe. [Ipumerumo na je COS“ x = sin“ x. Ilakae, HAaKOH cMeHe O = , Tpeba permuTu
cnenehe a + 16 < 17. Kaxo je @ > 0, To je exsusamentso ca a’ — 17a + 16 < 0, omrocro ca
(@ —16)(a — 1) < 0. Omasze je 1 < a < 16, omocno 0 < sin 2 < 1, mro Bamu 3a cBaxo
reR.

3. Heka je ¢ymrmmja [ nmarta ca f(x) = ax‘f\/a, roe je x € R u a > 0. Oxpenut; Bpemmoct
1 2 020
30upa f(2021)+f(2021) +f( )

Pememe. ®ynrnuja [ 3amoBomasa maenTuTeT f( )—i—f(l :E) = 1. Oryna je ( 01 ) (2021)

A+ fGoan) = (Faaan) + F Gaan) + (f (o) + f Gogt ) + -+ + (f (5a0) + (21 )) = 1010.

4. Ila mm je 6poj 1,000001%999999 . () 9999991:00000L pehiy ynu mamu on 17

Pememe. Heka je ¢ = 0,000001 = 1075, Taza je 1,000001%999999 . 0, 9999991,000001 — (1+
6)1—5 . (1 )1+E _ ( 1 ) E( 2)1-}-5 <1-1=1.
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5. Pamumonanuca a3JI0MaK L
IUOHAMCATH PANIOMAK =57 57

3 .
Pememe. YBohemeMm cmene T = \/§ nobujamo

1 — 1 = 1 wP—rtl 4r?—2r+41 _ (@P—a+1)(4a®—22+1) _ 7¥/44592-11
143924+2¥4  14+3z+222 — (z+1)(2z+1) 22—2+1 4a2—2z+1 '

(z3+1)(8x3+1) 51

6. Pemuru jemmaunmy log, (xy + xl—y) =1l—-(r+y— 2)2 y CKYIly PeaJlHuX Opojesa.

Pememe. U3 nedpunumnuje morapmrma ciremu TY > 0, onakme cremu Ty + é > 2, npnm yemy
jemmaxoct Basku 3a Y = 1. ame je log, (zy + %y) > 1. Kaxo je 1 — (x +y — 2)2 < 1, To mopa

Ia BayKU JeJHAKOCT y HejemHakoctu. [lakie,
ry =1,

T+y =2

omakse ce nobuja jeMMHCTBEHO pememe T = Y = 1.

7. Pemaru 4771 . 3771 < 48 . 27,

Nnmamo na je 2%% -4 - 3’”% < 48 - 2%, mro je expuBasentHO ca 67 < 36, omHocHO ca T < 2.

Pememe.

8. IlokazaTu HejemHaKOCT \3/3 + /3 + \3/3 — /3 < 24/3.

Pememe. Hexaje @ = v/3 + /3 ub = /3 — /3. Tazma je a® +b* = 6. Kaxo je a® —ab+b? >

ab, To Baxu (CL + b)3 =a®+b+ 3ab(a + b) < 4(@3 + b3), OJaKJle cley ’KeJbeHa HejeTHAKOCT.

9. Hera cy 71 u Ty pemema jemgadmue AT> + (Ta + 4)r — 4 = 0. Ompenurtu cBe BpeaHOCTH
mapamMeTpa @ 3a koje je 1 < 1 < 2 m x5 > 2.

Pememe. Kako cy oba pemema mosutuBHa, TO je L{Lo = —% > 0, omsocno a < 0. Ilaxie,
mapaboJsia Koja mpeacTaBba Tpaduk GpyHKIIje je okpeHyTa BpXoMm Harope. Kako je 1 < 21 < 2

e > 2, 7o je f(1) <0wu f(2) > 0. Taro je
a+ (Ta+4)—4<0,
da +2(Ta+4) — 4 > 0.

IIpBa Hejennakoct je Beh roncTaroBana, a Apyra paje 4 > —%. Ilakise, pemema he ucnymaBaTu

HaBeJleHe yCJIOBe 3a O € (—%, O).



10. Heka cy o1 u Ty xopenu jenmaunue 2 — 4ax 4+ 5a®? — 6a = 0. Oapemutu cse BpesHOCTH
nmapamMeTpa @ 3a Koje je |x1 - I2| MaKCUMAaJIHO.

Kaxo je (21 —:U2)2 = (x; +:U2)2 —dxywy = 4(9— (a—3)2), M3pa3 UMa MAKCUMAJHY BPEIHOCT
3a a = 3.

Pememe.

11. Hahwu cBe mapose peasnnx 6pojesa (I,y) xoju 3amosomasajy jemmaumne | + y — 4| = 5,

@ — 3|+ |y — 1| = 5.

Pememe. W3 naror cucrema ciemn na je |t+y—4| = |[x—3|+|y—1]|, mro je Tauno axo cy £—3 u
y — 1 ucror smaka. axne, pemreme TpeGa TpawuTu y obmactuma Dy = {(x,y) :x = 3,y = 1} u
Dy = {(x,y) : x < 3,y < 1}. ¥ obmactu D cucrem je exsusanentan jenmaummm & +y —4 = 5,
na je cxym pemema y toj obmactu Ry = {(x,y) : y = 9—1x,3 < 2 < 8}. ¥ obmacru Dy, cucrem
je exBuBasentan jemmaumnu T + Y = —1, ma e ckyn pemema Re = {(z,y) 1y = —1—1x,—-2 <
x < 3}. Cryn pemema cucrema je R = Ry U Ry.

12. Hara je jemmaunna 2 + (a —2)x — 2a% + 5a — 3 = 0, rae je a peannn mapaverap. a)
Pemmtu jemnauuny. 6) Halin @ 3a xoje je amcosmyTHa BpemHOCT jemIHOT KOpeHa nBa myTa Beha on
aIncoJyTHE BPEAHOCTU APYTOT KOPEHA.

Pememe. a) Pemema nate jemnauune cy 1 = @ — 1 u o = 3—2a. 6) Tpeba pemuTu jennaunne
|z1| = 2|xo| u |22| = 2|71|. Pasmuryjemo cayuajese: a < 1, 1 < a < %I/I a = % Cxkyn pemema

. 75 5
Je{g)gvz :

13. Pemurtu jemmauuny ($2 + 3z — 4)3 + (2$2 — o + 3)3 = (3932 —2x — 1)3.

Pememe. Ysemmio cveny @ = 12 + 3z — 4 u b = 222 — 5x + 3. IloGuja ce a® + b = (a + b)3,
omakne je ab(a + b) = 0. Pemasamen ce manasu x € {—4, 1, %, —%}

14. Hahu cBe mapose peanunx 6pojesa (T,y) taxse xa je max {z? + 3%, 2} = min {2z, 2y}.

Pememe. Kako je max {a,b} > a,b u min{a,b} < a,b, cnenu na mopa 6uru 12 + 3> < —21,
22 +y? < 2y, 2 < —2x, 2 < 2y. Jenuna 3ajennmuka Tauka osux obmactu je (—1,1) u To je
jenmuHN map peanHUX OpojeBa KOjU 3a10BOJbABA IOJA3HY jeTHAUNHY.

15. Pemwuru H:C — 3’ — 3z — 1| > 2z + 1.



Pememe. 3a T > 3 jemmaumna je exsusasentua ca | — 20 — 4] = 2x + 1, aza x < 3 ca

| =224 2| > 22+ 1. Pemasamen oBux moacTydajesa, HATA3HM ce CKyT perremna (—0, %] U [%, 0).

1 1 1
16. Pemuru ;—f—m—‘rm < 0.

_o1 : . 3224222
Pememe. 3a = ¢ {0, 1, —2} jemmauuna je exsuBasentna ca D@ty < 0. Pemema cy u3s ckymna

(—o0, =2) U (—¥THL) U (V2L 1),

17. Pemmtu x — 3 > /222 — 10x — 12.

Pememe. Jemmauuna je ekBuBajeHTHa ca & — 3 > 0, 222 — 10z — 12 = 2($ + 1)(1‘ — 6) <0,
(r — 3)? > 22% — 102 — 12. Pemema cy us cxyna [6,7).

18. Pemwru 21In (z) + In(2) = In (2% — 2z + 1) + In (3x + 2).

Pememe. Jemmaunna je expusasentaa ca © > 0, 22 — 2z 4+ 1 = (x — 1)2 >0,3x+2 >0,
222 = (x — 1)*(3x + 2). Pemema cy u3 cryna [\/Lg, 1) u(1,2].

19. /2 je upanuonaJsan. lokazaTu

Pememe. /lokas ceohemem Ha kouTpaauknujy. [lpernocraBumo cynporHo, \f = %, gcd(m, TL) =
1. Ksagpupamem umamo ma je m? = 2n?, onakie HaIa3suMo ga 2|m, tj. m = 2k, k € Z. Cne-
HOM Tora y momasmy jemmaroct umamo N’ = 2k% omakne je 2|n. Iaxue, 2| ged(m,n) = 1.
Kourpamukmnuja.

20. Oapemnrn cBe peanne Gpojese T u Y 3a koje Baxu T° — 2x cos (zvy) + 1 = 0.

Pememe. [larta jemmaunna je exsuBajenTHa ca (T — COS (Iy))2 + sin? (xy) = 0, ommocmo ca
cos (zy) = x u sin (xy) = 0. mamo na je (u3 apyre jemmaxoctu) xy = km, k € 7, na xaxo je
cos km = +1, nobujamo ma x € {—1,1}. Avo jex = 1, y = 2km, k € Z. Axo je x = —1, umamo

nmajey = (2l + 1)m, | € Z. Nakne, (x,y) € {(1,2kn) : ke Z} v {(—1,2l+ ) : € Z)}.



1.2 MaremaTnuka WHIYKIIAja

P(1) A (VneN)(P(n) = P(n+1)) = (YneN)P(n).

21. Hahwu nmeo zmeo 6poja a, = \3/24 + /24 + ... 24,

Pememe. IIpmeermvo ma je 2 < /24 < 3. Ilorammmo mEmykmmjoM ma je 3a csako 1 € N
a, € [2,3). Basy wnmysmmje cmo mposepusm, oHa Bawm. [IpeTIOCTABAMO A Baku 3a Uy, 1
MOKAKUMO MHIYKTUBHU KODAK, Tj. Ja OJATIE CIENN Baskeme 3a (ny1. Kawo je a, € [2,3), a
Gni1 = vap, + 24, To je 2 < V26 = V24 +2 < pp1 < V24 + 3 = 3, mro je u Tpebaso

OOKa3aTHU.

22. Jloka3zaTu WHIYKIN]OM 13422433 4+... 403 = M

4
P Ban =113 = 22 146 ] i
ememe. 3a N = |: = ~—, ma Oasa manyknuje Basku. JlOKQKMMO MHIYKIMJCKM KODAK.
2 1 2
[locTaBuMO MHIYKTUBHY XMIoTe3y 3a 1: S, = B4+22+33+...4+nd= % U TOKAKIMO

omarae popmyay 3a n+1: Spy1 = S+ (n+ 1)3 = W%—(n%— 1)3 = (n+ 1)2(%2 +n+1) =
2/n2+4n+4y\ _ (n+1)%(n+2)?

(n+1) (n +4n+ ) _ \n 4”

Ba)kKM 3a CBe IPUPOIHE Opojese.

. IIpurnunomM MareMaTUYKe UHIYKIN]je 3aKBYIyjeMO na GpopMyIa

23. Ilokasaru Bepnymujesy mejemnaxoct (1 + )" =1+ nx, x > —1, n e N,

1+ 1- 2. IIpernocrasumo ma 3a
n+l __

Pememe. Baza unaykmuje 3a 1. = 1 Basku jep je (1 + :L")l =
n € N sasu (14 2)" > 1+ nx u nocmarpajmo uspas (14 x)" . Mmamo na sasu (1 + )
1+z)1+2)" =1 +2)(1+nz) =1+ (n+ 1)z + nz? axraxo je nz? menerarusno, To je
(1+ x)”+1 > 1+ (n+ 1)z, mro je u Tpebaso moxazaru.

n
24. Jlokazaru Gunomuy popmyry (a + b)" = kgﬂ (2) akprF,

Pememe. IIpumerunmo Hajupe ma je (Z) = (n;l) + (Z:i), 3an — 1 > k. Hokaxumo GuHOMEHY

popmyny mEaykmjoM. 3a 1 = 1 Basku jenHaxocT, Ta je 6a3a WHAYKIHje 3a10BoJLeHa. IpermnocTa-
n

BHUMO Ja (opMyJia BaKU 3a 1, Tj. Oa je (a + b)n = Z (Z) akbrFk g HocMaTpajMo u3pas 3a 1+ 1:

(a+b)"*! = (a+b)(a+b)" = (a+b) é}o (Makor= = (3)a™ +[(7) + (§)]a"b+---+[() +

n+1
(7 )b+ 51 = (et (Y arb 4 (T b+ (zﬂ)bnﬂ _ ,éo (") akpr k.

Osuwm je tBpheme moraszaHno.



25. Jloka3aTu HejeIHAKOCT apUTMETUYKE U FeOMeTPUjCKe CpeluHe,

n n
Ly, -
n
k=1 k=1
Pememe. Y caygajy N = 1 Baxm jemmaxoct, a ciydaj 7 = 2 je eKBUBAJIGHTAH HEHETATUBHOCTU

ouHOMA, (1 /T, — 1/:E2)2. Haname hemo nmpuMmemuBaTy perpecwMBHy WMHAYKIOWjY, MOkazaheMmo ma
n=2nun=n— 1. Umamo na je

zg
n 2n=k n 2n 1
Tk
2n DI DY H o+ 11 af
T k=1 k=n+1 k=1 k=n+1
A >
2n 2 2
=1
. Canuno,
n—1
n—1 Z T
k=1
n—1 1 n-1 Z Ty + — n—1 n—1
1 + — n—1
Tk n—1 S k=1 S n T
n—-1 n T = n - e n—1’
k=1 k=1 k=1 k=1

7
—
3
|

—

b
I
—
ey
I
—

Konaumo, MO%eMO 3akbyunTu na TBpheme Baxu 3a csakxo 1 € N.

26. 3a x € [0, 7| noxazatu mejenmaroct

n n
| sin (Z x| < Z sin (xzy,
k=1 k

=1
Pememe.

Basza manyknuje Basku, mocraBuMo xunote3y 3a M. [Ipumenom amunuone gpopmysie, noduja ce

n+1

n n n
| sin Z x| = |sin (Z Tk + Tpy1)| = | sin (Z Tk) COS Tp41 + COS (Z xy) sin g1
_ k=1 k=1 k=1

OpaBne je HA OCHOBY HejeqHAKOCTU TPOYTIJIA,

n+1 n n+1

n
| sin (Z xp)| < | sin ( Z xg)| + | sin (z,41)] Z sin (xy) + sin (z,,41) Z sin ().
k=1 k=1 k=1



27. NorasaTtu mejemmaxoct N1 > (n+1)"san=3.

Pememe. Kaxo je 81 = 3% > 43 = 64, 6a3za unnysuuje sazu. Ipernocrasumo N1 > (n+1)"

Taza, (n +1)"2 > % = (n+2+ )" > (n+2)"h

28. Ilokazatu f(n) = >’ (an)L,C = 2",
k=0

Pememe. [puvernvo na je f(1) = 2 u umajmo ma ymy mmenturer <n+é+k) = (nzk) + (ztf)

n+1 n
n+1+k\1 2n+2\ 1 n+1+k
f<n+1>:2( k )Q_k:<n+1>2”+1+2( k >2k’

k=0 k=0

ﬂ”+U:<th)

n—1 k

Fnt 1) = <2n+2)2n1+1 +f(n)—i—2 (n+;+ )2k_1Jrl’
1
2

Crora,

2n+1

n+1

fn+1) = ((2:j11> N <2nn+ 1)>2nl+1 N ];)
oy =sms () (0

1/2n+2) 1 1<
f(n+1):f(n)+§(n+1)2n+1+§Z

OJaKJe je
fn+1) =2f(n).

29. Hexra je o peanan 6poj Takas ma « + é € 7. Noxazaru na " + on € Z. 3a crako n € N

Pememe. 3a n = 0 un = 1 tpbeme Baxu (6aza unayknuje). (Unaykrusau xopak) IIpermo-

CTaBUMO Ja 3a HEKO 7l BaKu

1
a4 ,a" + — e 7.
an1 an

Tana,
1 1 1
Ty ) € Z.




a
30. Hera je ag = 1 u appqy = V2" 3an > 1. Tlokasatu ma je mus MomoToHO pacryhu u

OTpaHUYEH O03r0 ca 2.

Pememe. VImamo ag < a1; npermocTtaBuMoO Ay < (. ExcnoneHnujassa gyHrnuja je pacryha u
. an—1 a . .
gyyBa HEjeTHAKOCT, na ciaenu 0, = \/§ < \/én = Ap+1. OBUM je mOKa3aHO Oa je HU3 pacTyhn.
a 2
Tokazxumo orpanmuenoct. Basku ag < 2. [Ipernocrasumo a, < 2. Tana, G,11 = \/in <42 =
2. Iaxne, @, je orpaHWYEH OJ0O3TO ca 2.

1.3 CxkynoBu

IHedununuja 1. Hera je X yrusepsamnu crym.

AuB={x:x€eAvzxe B},

AnB={x:xe Anxe B},
AB={x:xeAnx¢ B},
A=X\A={reX: a¢A}
A x B ={(a,b) :ae A,be B},
PA={B:Bc A}

31. oxaszaru na Baske

(3akorm maemmorermmje) A U A=A An A=A,

(3axomn komytammje) A U B=BUA, AnB=BnA,

(zaxomn acomujamuje) (AU B)uC =AU (BuC),(AnB)nC=An(Bn(O),

(zarkomu muctpubymje) AU (BNC) = (AuB)n(AuC), An(Bu(C) =(AnB)u(AnC),
(zaxomu ancopmmuje) A U (AN B)=A, An(Au B) = A,

(Ile Moprauosa mpasuna) A U AC = X, An AC = , @C = X, X¢ = , ACY = A,
(AU B)C — AC ~ B, (A~ B)® — AC U BC.

Pememe. 3a BexOy uuraomy.

32. a) Akoje A={reR:2°+62—-7<0}uB={reR:2>—x—2>0}, onpemurn
AU B, An B, A\B, B\A.

6) Avo je A= {(z,y) e R?: 2?2 + 2 =1}, A ={reR:0<z <1}, ={reR:0<
$<1}MB={ZER:0<Z<1},HpMRa3aTHrpa¢)HqHMA><B,A/XB,A”XBMA2><A’.

Pememe. Kako je A = (=7,1) u B = (—o0, —1] U [2,0), nmako ce mamasze mpecek, pazmuxa,

VHUja OBa OBa CKYIIA.



1.4 Pemammuje

Hedurunuja 2. Hexka cy X u Y ckynosuu p © X X Y. Tana kaemo na je p 6umapsa pesamnuja
mXyY.

33. Hera je p = {(z,y) e R? : 23 = y> + 3y + 1}. Onpemurn nomen u ciuky penammje p.

Pememe. © € Dom(p) axxo nocroju y € R taxo na 23 = y* + 3y + 1. Omasne, Dom(p) =

[—\3/%, o). Ca apyre crpane, ¥ € Im(p) arko mocroju & € R rako na je 2 = y? +y+ 1. Kako

je oBo ucmymeno 3a cse Y € R, 1o je Im(p) = R.

34. Hexra je p = {(Ly) eR?2: —1<x— y<2,-1<zr+y< 5}. OpmpenuTu HOMEH U CIUKY
penamuje p.

Pememe. Penanuja p je 3anpapo jenar mapasesnorpaM y paBHU (HAIPTATH CIUKY), Ydja TEMEHA

ey (=1,0), (3,—3). (3 3): (2,3). Loduja ce na je Dom(p) = [~1, 7], Im(p) = [3,2].

2 272 T

Hepununuja 3. Penanuja p na ckymy X je pesnamuja eKBUBAJIEHIUjE aKo je
pedrexcusna: (Vo € X)zpr,
CUMETPpUYHA! (VfL‘, Y € X)(mpy = yp:E),
rpamsurusna: (Vr,y, z € X)(zpy, ypz = xpz).

35. Hera je m > 2 neo 6poj. Jledunumunmo Gunapuy penamujy ua Z ca: @ =, b axko m|a — b.

IHoxkazaTu na je =, pejanuja €eKBUBAJEHIN]€ U OAPEAUTU HEHE KIACe U KOJIUIUHUIKU CKYII.

Pememe. [locmarpana penanuja je pediexcuBHa jep m|0 = a — a. Tarkobe, aro m|a — b, onna
m‘b — @, ma je penanuja cUMeTPUYHA. 1PaH3UTUBHOCT TakoDe Bayku, ako m|a —bmn m|b — ¢,
OHIA m\a —Cc= (a - b) + (b — C). Hakne, =,, jecTe penanuja eKBUBAJICHINjE KOja UMa 1 KIaca
mz,mZ + 1,...mZ + m — 1. Komruauusn CKyn je CKyn KJaca eKBUBAJCHIN]E.

Hedpurunuja 4. Penanuja p wa ckyny X je penamumja nopertka (unu ypebema) axo je
pe¢aexcusna: (Vo € X)zpz,
AHTUCUMETPUYHA! (V:C, VRS X)(:cpy, Ypr = T — y),
TPaH3UTUBHA: (VL Y,z € X)(Ipy, Yypz = :C,OZ).
3a ckyn X kasmkemo na je ypeben penamumjom p. Ako p 3am0BosbaBa joC U YCIIOB
(VZE, Y€ X)(:Upy \Y ypx), Ka:KeMO Ja je p pejalyja HOTIYHOT MOPETKA.



Hedpuaunuja 5. Exement m nocera P je majsehn akxo 3a caku enement & € P Bamum: x < m.
Kaxemo ma je emement m mocera P Makcumanal ykoJnko He mocToju enemeHT X € P Takas
mna je m < X. AHaJOrHO ce HeQUHUIIY HAJMAKBU U MUHUMAJAH €JIEMEHT moceTa. AKO Cy CBaka
IBa eJEMEHTa yIopemmBa, Tana je ckyn P mureapro ypeben. JluneapHo ypeleH HOACKYI HEKOT
moceTa ce Ha3uBa JaHAIl. AKO Cy y HEKOM MOJMCKYIly HEKOT IMOCETa CBAKA NBA PA3JIUUYUTA €JIEMEHTA

HEeynmopeanBa, TakaB IIOCET Ha3UBAMO aHTUJIAHAII.

HpMMep 1. Axo pamuMo ca penammjoM AeSbUBOCTH y Zii, CKYI CBUX IPOCTUX GpOjeBa UMHM

jemaH aHTUJIAHAI.

36. Ha ckyny R? pedumnmumvo penanujy mapnujansor ypebema ca (a,b) < (¢,d) axxo a < ¢
u b < d, rme je ca < o3mauena crammapmiHa pesanuja mopeTka Ha R.

(a) IorasaTu ma je oBako 3amcra NePUHMUCAHA jelHa pesanuja mapuujassor ypebema.

(6) Hocmarpajmo tpoyrao T = {(z,y) e R? : x = 0,y > 0,2 + 2y < 1}. Hahu maxcumanne u

muEnMagHe eqemente y 1. Ila ma y T mocroju majsehin, omHOCHO HajMamy eaeMeHT?

Pemenme. Baxe ocobuue pediekCHBHOCTM, AHTUCUMETPUYHOCTA U TPAH3UTUBHOCTH, IA 3aUCTA
jecte y muramy pemamuja moperka ma R2. Kakoje 3a csaxo (z,y) € T ucnymeno (0,0) < (z,v),

TO je KOODIMHATHU IOYETAK HAjMAbU €JEeMEHT Vv 1, a TUMe U jeUHM MUHUMAJHU ejJeMeHT. Heka
1—x
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ouna (z,y') € T un (x,y) < (x,y). Hakne, (z,y) mmje Marcumanan emement y 1. Ho, cpaxm

eJeMeHT ca XWUIOTeHy3e jecTe MakcuMmatian. Axko je £ + 2y = 1 u (x, y) < (u, v), OHIA je T K< U

je (r,y) € T u mera tauka muje ma xunorenysu tTpoyraa, tj. T + 2y < 1. Aro je iy =

u Yy < v, npu yemy je 6ap jemna oxn oBux HejemHakoctu ctpora. Crora je 1 = x 4+ 2y < u + 2v
u (u, U) ¢ T. Ilakne, 3aucTa je CBAKO €JIEMEHT ca XUIOTEHy3e MaKCHUMAJaH U y OBOM IIOCETY He

nocroju HajBehu egeMeHT.

1.5 PyHrnuje
Heduaumuja 6. Hexaje f: X > Y u A c X, B c Y. Unsepsua ciuxa ckyna B npu dyssnuju
[ je

fBl={reX: f(xe B)},

a mupexTHa ciamka ckymna A mpu dymrmmjn f e

fIAl = {f(z) - we A}.

37. a) Heka je f : R? — R? npecimrapame neuancano sa caexehu naumn
(z,y) = (2r+y,2 +y).

Hahu cmuky ckyma A < R? orpasmuenor mpasama 7 =0,y =0,z =1, y = 1.
6) Oapemutu ciuky ckyma A C R? orpanudenor xunepbosnama TY = 1, Yy = 2 u npasama
Y =2x,Yy = 2T, ako je

Fla.y) = (@9, 7).
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Pememe. Y mnpBoM ciydajy, CAWKA MOCMATPAHOT CKyIa je mapaJesorpaM, Y APYTOM caydajy je
TO KBAIPAT.

Heduaumuja 7. Heka je f © AX B penammjaus Ay B. Ta penanuja je ¢pysEmumonassa peammja
aKO 3a CBaKO I € D(f) nocroju TauHo jenHo Y € B Taxso ma (:L’, y) € f Y ToM ciay4dajy yMecTo
(:E, y) € f, weTle ce mume y = f(.r)

Pymrmmja ca gomenom X u komomenom Y, y osmamu f : X — Y je ypebena tpojra (X, Y f),
rne cy X u Y crynosu, a f € X X Y ¢ysrmmonanua peramuja sa xojy je D(f) = X.

38. Hexa [ : X - Y, qg:Y — Z uwneka cy A, A', A; 3a i € I nonckynosu on X, B, B,

B;za i € I monckynosu on Y (I je mexm crxynm mmmerca), a C' moackyn on /. Tana Bakn

el el
O BI= 1B,
el el

fB\B] = f[BN\[BY,
f[U Ai] = Uf[f‘h];

i€l 1€l
f[ﬂ Ai] = ﬂf[Ai],
iel iel

SIANAT = FIANSLAT,
flf Bl < B,
FSTAT = A.

Pememe. 3a BexOy uuraomy.

39. Herkaje f: X > Y ug:Y — Z. Tana sasknu
a)go fije”1-1” = f je”1-1",

6) gofje ma” = g je "ma”,

B) go fu fogcy 6ujekmuje = f u g cy Gujermmje.

Pememe. Hexka je f(:L’l) = f(xg) Tana je n g(f(a:l)) = g(f(fljg)), a Kako je § O [ umexTuBHa,
cremn ma je Ty = Zy. Ilpomssoman erement z € Z je cmuka on y = f(x) € Y, jep je g

CyPpjEeKTUBHA.
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XAnB = XA " XB,
XAAB = XA T XB,
XAxB = XA+ XB T XA XB-

40. Tloka3zaTu na BaKU:

a) (AAB)AC = AA(BAC),

6) A=Bu(C < AABAC =B nC,

B) v € AABAC < x npunana jensom umu ca tpu cxyma A, B, C'.

Pememe. © € AABAC < XA(JI) + XB(«T) + Xc(af)) = 1 u ucropuctu ce acommjarmsrOCT

30upa. AHAJIOTHO 3a OCTaJie CIydajese.

1.6 CynpemMyM u MHOUMYM, MUHUMYM U MAaKCUMYyM CKyIIa

41. Onpemaru sup A, inf A, max A, min A 3a ckyn A

)A [ )7

6) A=(-1,3],

B) A = {|n? —5| n ez},
nA={r+2:2eQ}
A)Az{mx+cosx x € R},

Pememe. a) sup A = 5, max A we nocroju, inf A = 0 = min A,

6) sup A = max A = 3, inf A = —1, min A we nocroju,

B) inf A=min A = 1, sup A = o0, max A me nocroju,

r)inf A = 2\/5, min A me moctoju, sup A = o0, max A me nocroju,
n) inf A =min A = —/2, sup A = max A = V2.

42. Ogpemnrn sup A, inf A, max A, min A sa ckyn A = {Z : m,n e N,m < n}.

Pememe. inf A = 0 jep je 0 ounrmenso mumopanta, a 3a € > (0 mo ApXUMemOBOj AKCHOMU
nocroju Mg Tako xa NgE > 1 1j. € > n—lo e A.

sup A = 1 jep je 1 ounraemno majopanTa u 3a € > 0 mocroju ng € N tako ma eng > 1, Tj.
l-e<1-_€B

12



43. Ompemuru sup A, inf A, max A, min A 3a ckyn
a) A= {2 :neN},

w2 N
6) A={2+ Y :neNy,

n

)
B)AZ{Z—%:TLEN},
yA={[-2,-1]u(1,3)} nQ.

T

Pememe. a)inf A = min A = 2, sup A = 2, max A ne nocroju,
6)inf A=minA =1, supA =max A = g,

B) inf A=min A =1, sup A = 2, max A ne nocrojn,

r)inf A=min A = -2, sup A = 3, max A e nocroju.

44. Hera cy B,C c R, A = B u C. Ilokazatu sup A = max {sup B,sup C'}.

Pememe. Hexka je sup B = b u supC' = c. Ilpernocrasumo ma je b = c¢. 3a cako & € B je
T < busacsarko x € C je x < c. Ilakne, x < max {b, C} = b 1j. b je ropme orpanuueme. Heka
je e > 0, Tama b—¢ muje orpanmuene 3a B, ma mu 3a B U, ommocro mopa 6utu sup B U C' = b.

Awnanorso ce mokasyje cayuaj ¢ = b.

45. Hera je A € B. Iokazaru
a) sup A < sup B,
6) inf A > inf B.

Pememe. Sup B je ropme orparmueme Ckymna A, a rako je SupA HajMambhe TOPHE OrpaHuYeHne
ckyna A,omma saxu sup A < sup B. Cauuno, inf B je mome orpammueme cryma A, a xako je
inf A majsehe nome orpammueme, to je inf A > inf B.

46. Herxa je Ac Ru A # (. Ilokazaru ma je inf A < sup A u na jenmaxocr Basu axko je A
jemmounan. Illta ce memasa y cayuajy A = 7

Pememe. Kaxo je 3a craxo - € A inf A < x < sup A. Axo jeinf A = sup A, 1o je A jemnounan
(umame, =,y € A u saswm inf A < o < y < sup A, na je inf A < sup A. Konrpamurmuja). 3a
jemmounan ckyn A = {z}, x = inf A = sup A. 3a npazan ckyn A jeinf A = +00, sup A = —o0.

47. Heka je B = {g(.CE) S R} 3a g : R —> R, g(.ﬁlﬁ) = el Ompemuru sup F, inf F,
max F, min F.
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Pememe. [Tocmarpajmo rpaduk ¢ymknuje. Jlako ce mposepu na je max B = sup ' = 1. Musu-
MyM cKyma He noctoju, a inf £ = 0.

48. Hexa je —A = {—x : x € A}. Iorazatu
a) inf (—A) = —sup A,
6) sup (—A) = —inf A.

Pememe. Hexra je sup A = M, rana je —M mome orpammueme 3a —A. 3a ¢ > 0 je —x <
—M + ¢, na je inf (—A) = —sup A. AmaJoTHO 3a IPYTY jeIHAKOCT.

49. Herka je A+ B={x +y:x€ A ye B} Nokazaru
a) sup (A + B) = sup A + sup B,
6) inf (A + B) = inf A + inf B.

Pememse. Heka je M7 = sup A u My = sup B, rana je My + My majopanra 3a A+ B. Hexa je
€ > 0. Tana, mocToju T € A rarko na x > M — % u nocroju Y € B rtako na y > My — % Canemu,
x+y > M+ My — ¢, ommocuo sup A + B = My + M;. Ananorso ce mokasyje Apyru caydaj.

50. Hexa je A- B={zxy:x€ A,jye B}, A, B c R,. Ioxazaru
a) sup (AB) = sup A - sup B,
6) inf (AB) = inf A - inf B.

Ha mu TBpheme Baku 3a IPOU3BOJLHE NMOACKYIOBe On IR?

Pememe. Hera je My = sup A u My = sup B, rana je MiM, ropme orpamuueme 3a AB.

3&€>OHOCTOjH$€AT&HOHa$>Ml—ﬁ 2]‘\5/[1.

Tana, xy > M; My — €, omrocuo sup AB = M M,. Ananorso ce mokasyje 3a mupumyMm. a

u noctoju Y € B tako ma y > My —

3a MPOM3BOJLHE TOACKYTIOBE peasHe mpase TBpheme e Basu Bumm ce u3 cieneher mpumepa: A =

(=3,-1), B=[0,1],supA = —1,supB =1, sup AB = max AB = (.

1.7 JImHeapHe XOMOreHe nmudepeHIIHE jeTHAUWHE CA KOPAKOM 2
u 3

Hexa je 1, X9 naTo u
Tpio = ATpy1 + 0Ty, a,beR.

Tana je KapaKTEePUCTUYHA jeTHAYUMHA

2 —axr—0b=0.
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Heka cy A1, A9 pelmena KapakTepPUCTUUHE jeTIHAYUIHE.

Axo je A\| # Ag, TO je
Ty = Cl/\? + CQ g,

npu uemy ce (1, Cy ompebyjy u3 moueTHux ycaosa.

Axo je A\ = Ay, TO je
Tp = C1A] + ConY,

npu gemy ce (1, Cy ompebyjy u3 moderHux ycaosa.

51. Pemuru mudepeHnny jenHauuHy
Tpy2 = DTpy1 — 62y,

ako je 1 = 9o u Tg = 13.

Pememe. Kopenn kapakrepuctuune jemmaumue T2 — b5r +6 = 0 cy A\; = 2, Ao = 3, na je
ommre pememe obmura L, = C12" + C33". Koucrante C, Cy ce ompebyjy u3 moueTnux yciosa,
Cy = Cy = 1. Ilakne, ommre pememe je T, = 2" + 3".

52. Pemutu mudepeHnHy jeIHaunHy
Tpto = 2xn+1 + 33771’

ako je Tg = 3 u 1 = 1.

Pememe. Kopenu kapaxrepuctuuse jempaumue T2 — 20 — 3 = 0 cy Ay = —1, Ay = 3, ma je
ommre pememe obmuka T, = C1(—1)" + C33". Koncraure C1,Cy ce omnpebyjy u3 mouernux
yenosa, C = 1, Cy = 2. Ilakne, onmre pememe je T, = 2(—1)" + 2",

53. Pemutu mudepeHnHy jeqHaunHy
Tn+2 = 4xn-&-l + 43771’

ako je 1 = 4 u 9 = 12.

Pememe. Kopenu kapaxrepuctuune jempaunue T2 — 4z +4 = 0 cy Ay = 2 = A9, na je onmre
pememe obsmka T, = (12" + C9n2". Koucranre C7,Cy ce ompebyjy m3 modernux yciosa,
Cy = Cy = 1. Naxne, ommre pememe je T, = 2"(1 + n).

54. Oxpemutu onmtu uran Pubomaunjesor wusa (fuio = for1 + fu, fi = fo=1).
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Pememe. Kopenu kapaxrepuctuune jemuaumue T2 — T — 1 = 0 cy A\ = 1+\/5, Ay = 15
ma je ommre pememe obiuka f, = Cl(H\f) + Cy ( ) Koucranre C1, Cy ce onpebyjy u3s

nouernux yciaosa, O = —Cy = \f . lakne, ommre pememne je fn = {(HT\f) — %(%)

Heka cy X1, T2, T3 natu n

Tni3 = QTpio + PTps1 + YTy
Tana je KApaKTEePUCTUYHA jeTHAUUHA
23 = az? + B + .

Heka cy A1, A9, A3 pemema KapaKTepUCTUYHE jeTHAUUHE.

Axo je A1 # Ao # A3 # Aq, 10 je

n = C1AT + CoAy + Cs)%.
Axo je A\ = Ay # A3, O je

n = C1AT + Con AT + C5 5.

Axo je A\ = Ay = A3, 0 je

Tpn = Cl)\? + CQTL)\’T + 03712/\?.

55. Pemuru mupepennny jeqHauumy

Tnt3 = —Tpt2 T+ 17$n+1 - 1537117

ako jexg =1, 11 =3, 9 = 9.
J

Pememe. Kopenn kapaxrepuctuune jemmaunue > + 22 — 172 +15 = 0 cy 21 = 1, z9 = 3,
x3 = —5. Ommre pememe je obmura C7 + C93™ + C3(—5)". U3 mouernux ycnosa ce onpebyjy
roucrante (1 = 0, Cy = 1, ('35 = 0. Haxne, onmre pememe je T, = 3".

56. Pemwty cucrem IUGEpEHIHNX jeTHAUNHA
Tpy1 = an — Yn,

Ynt+1 = T + 4yn7
ako je Tg = 2, Yo = 1.

Pememe. U3 npse jemmaumse je Y, = 22, — Tpi1, OMHOCHO Ypi1 = 2Tpi1 — Tpio. CMeHOM y
IpyTy jemHaumuy, nobuja ce Tyyo — 6Z,41 + 92, = 0, omakne cnemu x, = C13" + Cynd™. Us
nouernux yenosa ce onpebyjy C1, Cy, ommocno z, = 3"(2 — n),a mobuja ce u y, = 3"(n + 1).
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57. Pemury cuctem IU(EpEHIHUX jeTHadnHA
Tpi1 = 2%, + 3Yn,

Yn+1 = Ty + 2yn7

ako je 1 = 2, y; = 1.

Pememe. PemaBamem cucrtema ce no0uja KapakKTePUCTUUHA jeTHAUNHA 38 Ly : 22 —dr+1= 0,

wmju cy xopern 2+4/3. Jako ce HaTA3M T, = (27\/g)n;(2+\/§)n  Yn = %((2—1—\/5)"—(2—\/@”).

58. Hexka je

pan +q
Apy1 = n—7 p,q,T,SER,
ra, + S

Tp+1 = PTn + qYn,
Yn+1 = TTp + SYn,

npu yemy je T1 = a1 = a, Y1 = 2. Iokazatu na je

xn
ap = —,
Yn
ako je Y, # 0 3a ce n € N.
Pememe. Jlako ce mpoBepaBa MHIYKIUjOM.
59. Pemuru mudepeHnny jenHauuHy
1-—4a,
a’n+1 = )
1 — 6a,

axo je a; = 1.

Pememe. Kopucrtu ce nperxonuu 3anarak. Tpeba pemmtu cucteM Iu(EPEHIHUX jeTHAUNHA,
Lp41 = 4xn — Yn,

Ynt1 = 62y — Yn.

Ilobuja ce Tpio — 3Tpi1 + 22, = 0, omaxne ce mamasu x, = C7 + (52", a yspmrasamenm
n

novyerHnx ycaosa, Ty, = 2" — 1, y, = 2" — 3. Osze je a, = e
n
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60. PemuTu mudpepennny jenHauunmy
a, — 1
py1 = ——
nr a, +3

axo je ag = 1.

Pememe. Tpeba pemutu cucrem
Tn+1 = Tn — Yn,

Yn+1 = T + 3yn7

y3 mouerne ycnose Tg = 1, Yo = 1. Jlako ce manasu =, = 2"(1—n), y, = 2"(1+n) n a, = 2=,

1.8 BaskHe HejemHaKOCTH

61. IloxaszaTu HejeoHAKOCT ImapaJjeorpaMa;

n n

1D @] < ) ail.

k=1 k=1

Pememe. 3a n = 1 Basu jemmaroct, a ciaydaj N = 2 je HejeAHaKOCT TpoyTaa. IIpermocTaBuMo

na TBpheme BakM 3a N U JOKAXKMUMO Ta 3a N + 1:

n+1 n n n n+1
| Z a;| = |Z @i + 1| < ‘Z ai| +|ani1| < Z |ag] + [ani1]| = Z |ail.
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

62. Iloxaszaru Komwujesy mejemmakocT
n

(D) aibi)® < (D a) (D) b))

k=1 k=1

Pememe. Kaxo je
n

Z(aix +b)* =0,
i1

TO je DUCKPUMUWHAHTA HENO3UTWBHA, ONAKJIE CIenU TPaskeHa HejeTHAKOCT.

63. Jlorazaru mejemnaxocr cpemuna H, < G, < A, < K,

n ar +as+ -+ ay ai+ai+---+a?
I I T S A/@mag. . .an < < .
ottt n

an

n
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Pememe. Hejenmakoct kBagpaTHe U apUTMETUYKE CPEAUHE je mocaenuna Komujese Heje iHaKOCTH,
IOK je HejemTHAKOCT apUTMETUYKE U TeOMETPUjCKe CpeauHe MoKa3aHa panuje. Hejemmaxkoct reome-

TPUjCKE U XaPMOHUjCKE CPEIUHE CJEAN NMPUMEHOM APUTMETUYKO-T€OMETPUjCKE HEjeTHAKOCTU Ha
1 1 1

CLl’CLQ,'.'(Zn.

n n
64. Iloxaszaru AmenoBy HejemHaxocT: Axo je a% > )] a? nim b% > > b%, OHJIA
i=2 =2
n n n
2 2 2 2 2
(a1by _Zaibi) > (aj _Zai)(bl _sz‘)-
=2 =2 =2

Pememe. [locmaTpajMo HenpeKnAHY (yHKIU]Y

n

f(z) = (a1z — b1)? — E(Clﬂ — b))%

=2

UNmanmo ma je f(%) =0mn 1ir{.1o f(z) = o0. Hakne, f uma Gap jeman KOpeH W MUCKPUMHUHAHTA je
xr—>

HEHETaTUBHaA, OJaKJe CJeJ TparKeHa Heje,I[HaKOCT.

65. IlokazaTu HejeOHAKOCTH Ca eJEeMEHTAPHAM (yHKIWjaMa:

(s .
3a0<x<§Ba}KH sinz < x < tanx.

3a cBako L € R Baxn |Sin:L‘| < |ZL“

Pememe. ®ynxmmja f() = 2 — sinx je pacryha ua (0, %) je meH IpBU U3BOJ HEHEraTUBaH, 14
je f(z) = f(0) = 0, onarne 360r memaprOoCTH U 27T-TEPUOMUHOCTY CHHYCHE (yHKIUje Citemm

|sinz| < |z| 3a cBako peanno ¥ (jemmaxoct Bawu 3a x = 0). ®ymrmuja g(r) = tanz — x numa
s

neneratusan npsu ussox na (0, 5), na je pacryha u g(x) = ¢(0) = 0, omaxne crenu mejemmakoct

r < tanwx.

Iepununuja 8. 3a dpymrmmjy f : (a, b) — R ramemo 1a je KOHBEKCHA aKO 3a CBake [Be TadKe
X1, € (a, b) U CBaKa IBa HEHETraTWBHA peajiHa Opoja Bayku

JAmy + Aawp) < A f(21) + Ao f (2).

PyHKIUja je KOHKaBHA aKO BaKU

JAmy + Aawa) = A f(21) + Ao f(2).
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66. IToxaszatu Jencenosy nejemnaroct: Heka je f : (a, b) — R xomBekcma ¢pyHEIMja U Heka cy
n

A1, Ao, ...\, HeHeraTuBHU GpOjeBM TAKBU Oa je Z A = 1. Tana 3a cBe T1,Ta,...T, € (a, b)

k=1
BaKU
n

f(Z Nizi) < Z i f(x;).

i=1

Pememe. 3a n = 1 u n = 2 nejeanaroct Bazxu. [IpeTnocTaBuMO Ma BasKU 3a 1 U JOKAKUMO 1A

Basku 3a N + 1: Ha ocHOBY neduHMIMje KOHBEKCHOCTHU je

n+1 n n

f(Z i) = f(Z NiTi + An1Tn41) < f(Z \iti) + )\n-i-lf(wn-i-l)a
i=1 i=1 =1

oakJe je Kopu7lemeM UHAYKTUBHE XUIOTE3E

n+1 n+1

f(z i) < Z Nif (@) + A1 f(@p41) = Z Aif (5).
i1 i—1 i—1

67. Ilokasatu JamroBy HejemmakocT: Heka cy P M ¢ CUDErHYTH WHISKCH i + % =lununv
HEHEeraTUBHU DEAJHU OPOjeBu.
Axojep>1uqg>1, rana je
uP v
u < — + —,
p q

IpU YeMy jemHAKOCT Basku akko je uf = v,

Axoje p < 1 u 6pojesu U,V cy MO3UTUBHU, Tada je

ub vl
uv =z — + —,
p q

npu yeMy jenHakocT Bayku akko je uf = v9.

Pememe. Ciemu n3 JeHceHOBe HejeIHAKOCTH 3a 1 = 2, eKCIOHEHIWjaJdHY (QYHKIUjYy W A =

)\gzé,xzup,yzvq.

68. Jlorkazatu Xenneposy Hejemuarkoct: Heka cy P u ¢ CIPErHyTH UHAEKCH % + i = 1 u mera cy
T1,2T2, ... Tny Y1, Y2, - - - Yy, HCHETATUBHYU PEATHU OPOjEBU.
Axo je p > 1, Tana Baxu HejeTHAKOCT

n n n



Pememe. loka3zahieMo IpPBY HejeIHAKOCT, HOKA3 APYTe ce aHAJOTHO m3sonn. O3maummo ca X =
1 n 1 ,
(Z :L'?)P nyY = (Z xf)f’. Axo y JaHroBoj HejeIHAKOCTH 3aMEHHUMO U = %, v = Y’ nmobujano
=1 =1
3a1=1,2...1n ga Bawu

Iz'yz'<1$f 1 yf
XY “pXr  qYd

Z”: Tl

OAaKJIe CyMUDPAHEM CJIeqn

mTo je u Tpebasio m3BecTu.

69. Iloxasaru mejennaxoct Mumkosckor: Heka je 1 < p < 00. Tana Basn

n n n

s+ )7 < O Jaal)r + O wil?)s.

i=1 i=1 i=1

Pememe.

M@+ u) < (o) (O + )" e + Zyz (O + )

i=1 i=1 i=1 =1

n
1
ememeM HEjeTHAKOCTU Ca (Z (:EZ + yi)p) 7 mobuja ce ;KeJbeHA HejeTHAKOCT.

70. Ilokazatu YeGumoBmeBy HejeHAKOCT: AKO Cy T1, Lo, ... Ty X Y1, Y2, - - - Yp PacTyhu HU30BU
OpojeBa, Tama Bajke HejeTHAKOCTU
n

nzxiynJrlfi < (Z 9131)(2 Yi) < ”inyi’
i=1 i=1

i=1 =1

IpY YeMy jeJHAKOCTH BasKe aKKO je £1 = Lo = -+ = Ty WL Y1 = Yo = *+* = Yp.
Jloka;XkmMMO HajOpe NEeCHY HejemTHAKOCT.
n n n n
nzxzyz (Z IZ)(Z Yi) = ZIZ(nyz _Zyj>7
i=1 =1 =1 i=1 j=1
n n n n
nzxzyz (Z x1>(2 Yi) = sz(nyz - Z (yi —v5)) = (@j — @) (y; — vi)
=1 =1 =1 i=1 Jj=1,5#1 I<i<j<n

3a moka3 mecHe HejeTHAKOCTU MPUMEHUTU JOKA3aHy HejeTHAKOCT Ha (acz) u (—yn+1_i).

Pememe.
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1.9 KommniexkcHu OpojeBu

71. UspauyHaTu 3 ako Baxn 2 = 22.

Pememe. Heka je 2 = o + iy. Tana © — iy = 12 — y? + 2ixy, omaxne ciem T = 12 — y’n

y = 2xy. llakne, T = —% um iy = 0. Y npsom cayuajy ce mobuja Y = i\/?g, ay apyrom T = 0
i & = 1. Pemema cy {0, 1, —% + \/Tg, —% — \/75}

T2. Hexa je |21] = 1, |22| = 1, 2129 # —1. Ilokaszatu 2z = % e R.
Pememse. Ilokaxkumo na je 2 = 2:

- —-— 2 2

R R R R e O

z == == == ==
1+ Z1R9 2122 2129 + ’21’2|22|2 1+ 2129

73. Hahu +/16.

Pememe. Baxu popmyna 3a 71-Tu KOpeH KOMIIEKCHOT Opoja:

2k 2k
n

n

Haxne, xopern cy +2, +21.

74. Tpencrasuru rpaduusy obnactu a) Imz? > 2,
6) |z| > 2+ Imz,

B) § <argz <7,

) 1<z <3,

n) |z — 2| <6.

r

Pememe. Buneru ciuky.

75. Ila mm AGenosa rpyna (C,+,-,0, 1) moxe na ce ypemu?
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Pemenm.e. He moxe. Iloxka3- cBobhemem nHa kouTpamuknujy. IIpermocraBmMo ma moxke. Kako je

i # 0, Tana 6u 6uno —1 = i > 0. Korrpamkunja.

76. HeKajeAZ{ZEC:’Z+3i|2>3|2|2+1}nB={ZE(C:|Z4+Z"=|Z4—Z'|}. Hahn

AnB.
Pememe. Oapemano A. Heka je 2 = & + iy € A. Taza je 22 + (y — 2) < (g) O pemanvo B.
Heka je 2' = o + iy. Tama je 22 + (y + 1)? = 22 + (y — 1)?, ommocro y = 0. IHaxue,
0,x =0,
2t = { |z]e®, z > 0,
lz|e™ x < 0,
z = «/ % —0123x>0
|z % ) k=0,1,2,3,2 < 0.
77. Pemuru (12 — 5i2) (Z — Z) =23 +i.
Pememe. Kaxo je 2° + i = 2% — i3, no6uja ce
(z—0)(12 = 5iz + 2° + zi — 1) = 0,
omarie je z = i wmm 22 + 6iz — 13 = 0, oxrocHo Hyse ¢y 2 =1, 2 = —31 + 2.

78. Pemuru |2 + 2 + 0> + 42 + 6 + 4i = 0.

Pememe. Hexka je 2 = x4+ 4y. Tana je 22+ 8x+ 114+ 9> +2y=0ul—y = 0, ommocuo y = 1
nx=—4+/2. Haxmne, pemema cy 4 — 2+ iu —4+2+1.

79. Onpenuty pemema cucTeMa
wzw —1) =i(zw — 1),

8w2 2 ’Z|3
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Pememe. V3 npse jennaumse crucreMa ce A00Hja W = 1 WA W = % PasMoTpumo ciaydaj W = 1:

Tanma je u3 Apyre jeqHAYMHE CUCTEMA —82% = |z|3, a Kako je 2 = ‘z|€z¢, nmo6uja ce z = 0 wm

z # 0, —8e*® = |z|, omarne ce nobuja |z| =8, ¢ = —F + km, k=0,1.

P jw =1
A3MOTPUMO CiIydaj W = Z:

Hobuja ce 8(%)2 = |2|?, omarze 360r 2 = |z|ez¢ cremn |z| =2 u ¢ = %ﬂ, k=0,1,2,3.

Haxne, (z,w) € {(0,4), (=8,4), (8,4), (2, 3), (20, 5), (24, 5), (-2, —3)}-

80. Pemuru 2’2"]{6(2) = \/5(3 — 2tz — 2).

Pememe. Hexa je 2 = & + 1y. Tana crem 2x+/2% + 32 = \/5(17 +2y—2)u2zx+y=0.
Cwmenom npyre jemmaumne y npsy mobuja ce 2|x|+ 31 = —2, omaxne ce y cayuajy < 0 mamasn
pememe z = —% + 1.

1.10 Pa3uu 3amamnum

81. Crumuparu rpadur ¢yHEIUIje f(l‘) = 2t — 422

Pememe. Ilomen ¢yurmuje je R. ®ymrmmja je mapma m mpecjema amcrmcy y TadkaMma (—2,0),

(0,0), (2,0). ®ysrnmja je moswrusror smaxa ma (—00, —2) U (2,00), a meratusmOr 3maka ma

—2,2). dynrnuja mema acuMnTOTA, lirJ{l f(z) = c0. Hyse npsor mssona ce moctmwxy 3a T =
Tr— 10

(
0,
(

)
T = 44/2, a 3mak mpsor m3BOIA je MO3WTUBAH HA (—\/5, 0) u (\/5, o0), a HeraTUBaH HA
—00, —\/g) v (0, \/é) Ilpyru m3Box je jemHak Hyau 3a & = T %, Tj TO Cy IPEBOjHE TAdKe, a

OPYTW U3BOJ je MO3UTUBHOT 3HAKA Ha (—OO, — %) U (\/g, OO)

82. ¥ koopmumarsoj pasuu maupraru cxyn M = {(z,y) € R? : [z]y = z{y}}.

Pememe.
r=n+aacl0,1),

y:m+ﬂaﬁe[071)a

s n(m+ ) = (n+ a)B cnemu nm = af € [0, 1), ommocuo nm = 0, Tj.6ap jeman ox 6pojesa
je 1eo.

83. Ma mm nocroju npeciukasame f : Z — 7 taro ma je f(f(:l?)) =2 + 1 3a cBaro x € Z?
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Pememe. puvenom f ua f(f(x)) = x + 1, nouja ce f(f(f(x))) =f(z)+1=fx+1)n
f(O) = m € Z. Crora nmamo
f(m) = f(m —1) +1,

flm—=1) = f(m—=2) +1,

f(1) = f(0)+1,
f(0) = m,

omakne ce cabupamem nobuja f(m) = 2m u 2m = 1. Konrpamkmuja.

+ +COS 2T Ha vHTEPBATY (0, OO)

84. Hahu majsehy BpenrocT ¢GyHKIUje f(iU) = x2—61x+21

T
z2+9

Pememe. IIpumenoM apuTMEeTUUYKO-T€OMETPUjCKE HEjeIHAKOCTH, q00uja ce

1 1
<SS+ S+

Ipu YeMy HejeHAKOCT Basku 3a T = J.

85. Ilokazatu HEjeIHAKOCT

2a3 N 2b3 N 2¢3
a?+b2  b24+c2 2+ a?

a+b+c<

za a,b,ceR.

3
Pemen.e. Ilprnvmerumo na je a?ﬁ > 2a — b, amamorso 3a b, ¢. JemmakocT ce mocTmme 3a G4 =

b=c.

86. Ilokaszaru ma je

a b c d 2
+ + + > -,
b+2c+3d c+2d+3a b+2a+3b a+2b+3¢c” 3

3a cse a,b,c,d > 0.

Pememe. Heka je Iuspas ma nesoj crpamu. Tana je
4(ab+ ac + ad + be + bd + cd)I = (a + b+ c + d)*.

Kaxko je 3(a + b+ ¢ + d)2 > 8(ab + ac + ad + bc + bd + ¢d), To cnemn nejennaroct.
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87. PemuTu mudepeHnHy jeIHAUMHY

Qp+2 = Ap4+1 — Ap,

a1=1,a2=—1.

ememe. Kapakrepucruyna jenHaduHa je — = U, a onmre pememe je = (3 -
P Kap p j jex?—x+1=0 p je a, = Cycos i +

(5 sin % Koucrante (', Cy ce oapebyjy u3 mouernux ycnosa C7 = 2, Cy = 0.

88. Heka je f : R —» R, f(z) = 2> — 1. Onpemuru f[A] u f~[B]3a A =[-1,0) U (1,2),
B = (—1,4].

Pememe. f[A] = (—1,3) u f7'[B] = [—\/5, 0) u (0, \/5]

—1 n+1
n2n+3 Jr( )

n 2n

89. OnpemuTu MHGUMYM U CyIpeMyM CKyma O = {(—1) mE N}.

Pememe. Enementu ckyna S cy obauka (—1)"[2+ %] ITocmaTpajmo onrosapajyhu aus. Ymano-
BI TOT HU3a Ca HETAPHUM WHACKCUMA YMHe pacTynu HU3 KOju TeXEM Ka —2Kam N — 00, a YIaHOBU
HU3a KOjU OArOBAapajy HENapHUM WMHICKCHMA UHHE ONajajynu HU3 KOju Te:xM Ka 2 Kam 1 —> 00.
Cuenu, cBu 4JaHOBU Cy BelM O IPBOT, a MamK OJ APYTOT WiIaHA OBOT HU3a, ma je inf S = —3

2’
asupS = %.

90. Hera je S = {2+ L + L1+ 2 :m neN}. Hahwnsup S u inf S.

Pememe. 3an = 1 je %—i—%—i—%—f—% = m—i—l—l—%,najesupsz 00. Kaxo je %—i—%—i—%—l—% >
%f—g%>2HK&KO3am:nBaﬁ<Hﬂa%+%+%+%:2+%—>2,m—>00, cirenu na je
int § = 2.

91. Oapemurn fﬁl[A] axo je A = |0, l], f(z) = &

241"

Pememe. [~ '[A] = [0,00), mro ce nobuja npuvenom AT uejemmaxoctu 3a T = 0:

0

N




92. Hexa je f(n) =9.4"—-13-6"+4-9", neNu A = (—OO, 0]. Onpemuru f_l[A].

Pememe. Tpe6a pemuru (9 - 2" — 4 - 3™)(2" — 3") < 0, omakne ce nobuja f_l[A] ={1,2}

93. Ilposepuru na je mpousBox ABe NapHe (HemapHe) GpyHKIMje TapHa (yHKIUja U 1a je TPOU3BOI
mapHe U HemapHe (YHKOWje HellapHa (YHKIW]A.

Pememse. [lo nepuuunujn.

94. Oxppenutu ykynan 6poj OUHAPHUX peJalja Ha 7-eJeMeHTHOM ckymy. Kosuko uMa pediek-

CcUBHUX penaruja’? A cuMeTpUYIHUX !

Pememe. IIpobaem ykymmor 6poja OuHapHUX pejanudja HAL 1-eJIEeMEHTHUM CKYIOM jeé €KBUBa-
JIEHTaH HOMyHaBamy KBaApaTHe Tadmaume N X N 6pojesuma 0 mmu 1, omxocHO mM3HOCH on?. Bpoj
pediekcUBHUX penanuja je jenqHak Opojy mMoryhHocT: ma ce momyHu Tabawnma 72 X 1 ako je momy-
H.€Ha TJaBHA IUjaroHata, Tj. 6poj Moryhrocru je oni—n Bpoj maunma 3a monymaBame Tabauie

n“+4n

Koja OAroBapa cMMeTpudHOj pemamuju je 21H2FH = 275

95. Morasaru na je mpecmukasame f : N — R, rze je f(n) = {an}, wmexrusno 3a csako

n € N.

Pememe. [IpernocraBuMo cympoTHO, ma je f(n) = f(m) 3a M # n. Tana, {om} = {Oém} Tj.

an = p + am, 3a rexo p € Z. Mebhyrmv, rama je o = ——

€ Q, xourpamurmuja.

96. Hahu maxcimym dysxmmje f(z,y, 2) = 5x — 6y + T2 ma emuncomny 2% + 3y* + 422 = 1.

Pememe. Ilpumenom Komu-IIIBaprose nejemnakocTtu ce mobuja

(5r—5y+T72)* = (%-ﬂx—%-x/ﬁy%zz)? < ((\%)%(—

V147

OJaKje je MaKCUMYyM (DYHKIje 5

2
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1.11 Hwu3osmu

INeoununuja 9. a € R je rpanuuna spemnoct HU3a (an)neN aKo
(Ve > 0)(3ng e N)(Vn = ny = |a, —a| <¢)
Teopema. IIpermocraBuMo na 3a HU30BE (an>n€Na (bn)neN, (Un)neN BayKU
an < by < cp,
lim a, = lim ¢, = L.
n—0oo n—aoo
Taza je u lim,_,» b, = L.

Teopema. MoOHOTOH U OrpaHUYEH HU3 KOHBEPTUPA.

2n+1 _
n+2

= 0.

=2, lim,, o o

97. Hoxasatu o nedumnmuin na je lim,_,o, + = =0, lim,, 4 =1

Pememe. Tpusujanro.

5n2+1
98. Hahn T}l_{rolo(2 2+3 5n+1 ).

Pememe. Jlumec je %

M3
Q
o

k=0

99. Axo je |al,|b] < 1, mahwm lim
n—co

I
I D=
=
ol

Pememe. Jlumec je a—i

n

: 1
100. Hahu T}gx;c k; T

n
Z n2+k < \/n2+1, HaJla3! ce na je

Pememe. [Ipumenom Teopeme o Tpu amumeca

JuMec jenHak 1.
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101. Mokazaru lim & = 0.

|
n—oo

Pememe. ITocroju m € N raxso na m > a. Crora,

aa a a a a _am", a
0<__ —_ . _g n’_Tn—"_l—)(]7 — 00.
12 m—-—1m n-—1n m!(m) "
102. Jloxasatn (32 a > 1) lim % = 0.
n—aoo
Pememe. 3anumumo n—: = ( (c/%)k u ysemmio cveny b = /a > 1. Kako je ma ocnosy Gunomme
dbopmye
n n n 2 1
0< — = < = — 0,n — o0,
T I Y T = YT ER () Eps B
TO je 1 5 I
n
0< (=)< (————)F=0,n— .
) < Gomen =7 "

103. Hoxaszatm (3a @ > 1) lim logT“n = 0.

n—0o0

Pememe. Iloxka3 no ne¢punuiuju. Ha ocHOBY mperxonmHOr 3amaTka, Kako je lim

2 = (0, 3a
n—ao @
cBaxo € > 0 Baxm
1 n
— < — <1,
aE?’L aE?’L
OJaKJe je
log, 1 <log,n < log, a™,
0 <log,n < en,
log, n
0< La
n
104. Ioxasarn lim nw = 1.
n—aoo
Pememe. [Ipumerumo na je {L/ﬁ > 13an > 1. Ha ocroBy Al mejenmakocTu je
N 14+14+---4/n+4/n 2 n— 2
1<n=4/1-1---\v/nyn < v \F:_ —-0+1=1,n— .
n Vvn n
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105. Hahu lim

n—ao0

Pememe. [Ipumenom Teopeme o Tpu Jumeca, y3 KOpu7leme NPETXOMHOT 3a1aTKA UMaMO

106. Morazaru lim {' Y a = max{a,as,...a}

Pememe. Kaxo je a; < max{aj,as,...ar} 3a i = 1,...k, a makcumy™m xomaunor ckyma ce
OOCTUKE, TO je
k
1
max {aj, ag, . ..a;} < Z a < k» max{ay,ag,...ag}.
i=1

107. Hahu lim v/a" + n®, raoe cy a > 0, b€ R.

n—0o0

Pememe. Pasmorpumo caenehe ciayuajene:

1)a>1:
" nb
Avar+nb =ar/l+— — a,n— .
an
2)0<a<1:
" bnla"
Var + b0 = 3n'{ /= +1 - 1,n — o
n
3)a=1

V1+nb—1,n— oo
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108. Hahu lim J](1 — ).

k2
o0 g=1

Pememe. Kaxo je

ImoMepameM MHIEKCAa y Ipou3BoIuMa y Opojuony u ckpahmBameMm oarosapajyhmx pasiaomaxa,

= n—1
Hl__ "o

k=1

nobuja ce

OaKJIe MymTambeM JMeCca nMaMO

n

109. Hahin lim [](1 — ).

n—0 [ 5

Pememe. Kaxo je

< ok +2)(k—1)
H(l_k(k+1 n k:+1 ’

k=1 k=1

moMepameM WHIEKca u ckpalimBameM pasjoMaka ce noouja

. Z on+2 1
g&ﬂ _k(k+1 ) = lim 3n 3

110. Hahu lim [ %=L

k3+1
o0 E=1

Pememe.

o k-1 k=D +E+ 1)
iﬁﬂoljl _Jﬂ%n(kﬂ)(k?—kﬂ)’

a Basku unenturer k2 —k+1 = (k— 1)2 + (k—1)+1, To makon moMepama UHIEKCA y TPOU3BOIY

W KaHIEeJaluje, UMaMoO

k3—1 i 2n2+n+1 2
Jgrolon naoo3 n2+n 3
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Teopema. Heka je (Y, )nen cTporo pactyhu mus, lim y, = 400 u mocroju lim ="
n

. Tama
—0 n—o0 Yn+17Yn
je lim %= = lim Intl7Tn
n—oo Yn n—oo Yn+17Yn
<k
» Vi
111. Hahw lim *=2—
n—son "
Pememe. Opze je i, = N crporo pacryhu mus, lim ¥y, = 00, kaon lim 22" = Jim "{/n + 1 =
" n—oo ’ n—op Ntl-m n—00
1, ma je mpumenom IllTommose Teopeme
n k
3k
. k=1
lim —— = 1.
n—o0 n
n
>k
112. Hahwu lim %=L
n—soo
Pememe. Opze je i, = n° crporo pactyhu suz, lim 3, = 00, kao n lim 4= — ]im (o)t
: n i 2 ’ n—op MHl-n n—oo (n+1)>—nd
7, [a je IpUMeHOM IIronmose Teopeme

>k

B | 1
hm _— = —.
n—w nd 5)
n
> kP
PR
113. Hahn 7}1_1}010 i D e N.
Pememe. Osze je y, = nPT! crporo pacryhwm mus, lim 1, = o0, kao u lim y;;_‘;l% =
lim wr e = 5+ ma je npuveron Hlrommose Teopene

n

> kP
lim =L — 1
n—00 np—i—l p
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n

2 ak

114. Ioxasaru Komwujes cras: Axo je lim a, = a, ouza je u lim *=1— = qa.
n—00 n—00
lim nii¥n — iy 2t =
nocoo Ntl-n nooo 1

Pememe. OBge je Y, = N crporo pacryhwm su3, lim 1, = 00, kao n
n—a0
a, ma je npumenom lltomnoBe Teopeme

n
D ak

k=1
= Q.

lim
n—ao0 n

L =0

115. Iokasaru lim -~
n—oo VT

Pemenmse. Jloxazahemo ma je n! > (g)" MEIyKEIAjoM. 3a N = 1 HejemmakocT je Tausna. Ilpermo-

CTAaBUMO Ja je TayHa 3a 1 U JOKAKNIMO zan+ 1:
n n+1 3 n+1
+D=nln+1)>(=)"(n+1) = n+l1 = n+l
(D! =kl + 1) > ()" (4 1) = ()™ g > ()

Mocaenma HejeHAKOCT je TauHa, jep je (mpuMmeHOM OGuHOMHE (HOpPMYyIIE)

1 1 1 1 1 2 n—1
I+ =) <24 (1-—=)++—1-=)1-=)---(1- :
(1+-) S =) =)= ) —)

1 1 1
L2t g gt
u+1W<1+1+1+ + <1+ ! =3
2 2n-1 1-4 7

n

Ilame ce moKa3 M3BOAM Ha OCHOBY TEOPEME O TPU JIMMECA.

116. Iokazaru na je mus =, = (1 + %)" pactyhu u orpanuuen ono3ro, a mu3 Y, = (1 + %)nJrl
omanajyhiu u orpannden o0m0340. 3aTO OHU MMAajy 3aj€IHUYKY IPAHUYHY BPETHOCT:
: 1 n : 1 n+1
lim(l1+—=)"=lim(1+—-)""" =e.
n—o0 n n—a0 n
Pememe. Kako je
Tt 1 n+1 1 n+1
(- s (- ) o
Ty (n+1) n n+1" n
a mpuMeHoM BepHyiujeBe HejeTHAKOCTU je
Un 1 n+1 1 n+1
= 1 < — <1,
Yn—1 (1 + ngil)n n 1 + v n
£ — 0, n — o0, onarie

TO je HM3 I, pactyhu, a ¥, je omamajyhu. Tarobe, 0 < vy, — x, <
cienu ma Cy JIMMECU OBUX HU30Ba jeqHaku MeDhycoOGHO U jemHaku €.
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117. Hera je p, nmpousBosman HU3 OpojeBa KOju Tewxw +00 U (, TMPOW3BOLAH HU3 OpOjeBa KOju
Tesku —O0 Kax N — 00. Jlorazaru ma je

1 1
lim (1 4+ —)P* = lim (1 + —)%.

n—o Pn n—o an

Pememe. Hexka je nj 6umo xoju 6poj nesux 6pojeBa koju Texku +00. Tana je
. 1.,
lim (14+ —)" =e.
ng—00 T

Axo HM3 TpPOUM3BOJLHUX OpojeBa Py Texu —+00, TO HOCTOjU TaKaB HU3 Lujenux OpojeBa M Oa je
nE < pr < ng + 1 ung — 0. Kako nesa u mecHa cTpaHa HejeIHAKOCTH

1 1 1
< (14 —)PF < (1+ —)"”1

14—
( ng + 1 Dk ny

TEeKE €, TO je IO TeopeMu O TPU JIVUMeCa U

1
lim (1 + —)P =e.

n—0o0 pn

AmnajiorHO 3a HEraTuBaH HUS3.

118. Horaszarm ma je lim
n—0o0

In 2
n" u npumenutu [IITonnoBy Teopemy.

Pememe. [locmaTtpaTu HU3

119. Ioxkazaru: ]
lim (1 + —)"*! =,

n—a0 n
: 1 n —1
7%1_1’,1(;_)10(1 - ﬁ) =€ -,
+1
lim(n )= €2,
n—oo 1 — 1
2n + 3

" =e

m (——
n—o 21, + 1

Pememe. KopuT7emeM nperxomqHor 3amgaTka U YUHEHUIE & HEIPEKUIHA E€KCIOHEHIVjaJHa (YHK-

nM1ja KOMYTHPa Ca JIMMECOM.

120. Hoxaszaru ma je n+_1 <ln(1+%) < % 3a ceaxko N € N u na je :rl <In(l+7)<rsza
CBaKOT’EQ.
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Pememe. Ha ocHOBY jemHor on mpeTxOomgHUX 3a,0aTaKa, (1 + %) <e< (1 + %)m_l. JlorapurmoBa-
meM u cpebhuBameM u3pasa mobuja ce sKebeHa Heje THAKOCT. Y OIIITaBameM ce qo0uja Heje THAKOCT

u 3a panuoHaJiHe Opojese.

Hedununumja 10. Hus (z,)nen je Komujes axo pasu
(Ve > 0)(Ing e N)(Ym =n =2 ny = |z, —x,] <€),

(Ve > 0)(Ing e N)(Vn = ng,Vpe N = |z,1, — z,| < ).

Teopema. CBaku KOHBepreHTaH Hu3 je Komujes. Y KOMIUIETHOM METPUYKOM IPOCTOPY cBaku Koc-

XUjeB HU3 KOHBEPTUPA.

121. oxaszaru ma 5m3 @, = 1 + 2% + -+ # KOHBEPIrupa.

Pememe. Exsusasnentno, mokaszahemo na je mus Kommjes y R:

< 1 N N 1 1 1 - 1 _
a — Qa L — PO = — — — 8
TP n(n 4+ 1) (n+p—1)n+p) n n+p n
122. Ioxaszatu na Hu3 ap = Sigl + 8121122 + -+ Si;nn KOHBEPIHUpA.

Pememe. ExpuBasnentno, mokaszahemo na je su3 Kommjes y R:

11 1-()r 1
2(n+p)_2n+1 1_% <2_n<€'

awfwA<ﬁ+~+

__ cos1! cos 2! . cosn/!
123. Nokaszatu na mus a, = T4 + 55 + + D)

KOHBEPrupa.

Pememe. ExsuBasnentno, mokaszahemo na je mu3 Kommjes y R:

1 1 1 1 1
4+ F < — < <
n+1)(n+2) n+p)(n+p+1) n+1 n+p+1 n+1

an+p_an| < ( g.

124. Hoxaszaru na su3 T, = 1 + % 4+ 4+ % IUBEPrupa.
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Pememe. ExuBasnenTro, mokaszahemo na mm3 mmje Kommje y R. Hexa je € € (0, %)

1 1 P
[Tnp = 2] = n+1 +m+n+p = n+p
Hexka je p = n. Tazna je
|x2n—xn\>£=1>a
2n 2
125. Joxaszaru ma HU3 X, = @ T gy AMBEprUpa.

Pememe. ExuBasnentno, mokaszahemo na mm3 mmje Kommjen y R. Hexa je € € (0, %)

1 1 - P - P

Topp — Tp| = ———— + -+ + > .
[Ty | logn + 1 logn+p log(n+p) n+p

Hexa je p = n. Tana je
n 1
]zzn—xn\ Z%=§>€.

126. Ioxasatn na vu3 T, = po + 55 + - + {55, pi € N, p; < 9 romseprupa.

Pememe. Hu3s je pacryhu:

_ Prn+1
Tp41 — Tp = 10n+1‘\
Hus je orpamnuen omo3ro:
9 9 1— 1o
Ty <94 — 4+ —— =9—10 — 10— 10" < 10.
10 10 1- L

MoOHOTOH 1 OrpaHUYEH HU3 KOHBEPTUPA.

127. Morasaru na wuz x, = (1 + %)(1 + i) (1 2%)

Pememe. Hus je pacryhu:
Tni1

> 1.
T on+1

Hwu3z je orpanuuen onosro:

1 1 1. 1.1 1, 11—4
Iz, =In(1+=)+ln(1+ )+ 4+In(1l+ —) < =+-—++In(1+ —) = - —2
n, = In( +2)+n( +4)+ +1In ( +2n) 5Tt +1In ( +2n) 211

x, < e.

Hwu3z je MoHOTOH M OrpaHudYeH, 1a KOHBEPIUPA.
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128. Hexa je mat 5u3: 1 = V2, x, = \/2 +4/ -+ 2. (n xopena). Ilokazatu ma KOHBED-

rupa u Hahu aumec.

Pememe. Hus je pacryhu, mro ce nmokasyje munyknujom. Baskm L1 < Zo. IlpermocraBumo na

BaEKU Ty < Tpy1. Tama je u Ty = \/2 +x, < \/2 + Zpy1 = Tpyo. Hus je orpanuden omo3ro
ca 2, mro ce Takobhe nmpoBepaBa mHIyEKNuUjoM. Bazku 7 < 2. IIpermocTaBumo na je X, < 2. Tana

jer Tpp1 =2+ T, <A/2+2=2.

129. Heka je 2 < a1 < 3 u 9Gpiq = ai + 6. HokazaTtu ma Hu3 KOHBeprupa u Hahu aumec.

Pememe. [lokaxumo na je HU3 orpanuden (upmykimmjom). Basku 2 < a1 < 3. Ilpernocrasumo na
a%5+6 (an_2)5(an_3) <
0. Cnemu, 53 KoHBeprupa. IIpOTACKOM JIMMECOM KDPO3 jeTHAKOCT Dlpy1 = ai + 6 nmamo a’® —

je2 < a, < 3. Tana je n Qpy1 = € (2,3). Hus je omamajyhnm: a1 — @, =

5a + 6 = (. 360r onucarux cBojcTaBa Hu3a, Mopa Ooutm @ = lim a, = 2.
n—0o0

dxn+2

130. Hexra je x1 = 1, Tp41 = = 5

IokazaTu na HKW3 KOHBeprupa m Hahum mumec.

Pememe. Hus je no6po mepunucan (ummykmujom ce mokasyje ma je T, > (). Huz je orpanuuen

omosro ca 4 (unmykmujom). Hus je pactyhu, mro ce Takohe mposepasa unaykmujom. akme, HU3
4x+2

omaxie Mopa 6uru £ = lim z,, = 2.
n—0o0

KOHBeprupa m T =

131. Heka jea>b>0ux; = ‘%b, Y1 = Vabu T, = ”””;y", Yntl = A/Tnln. HokazaTu

Ia HU30BU Ty U Yy, KOHBEPrupajy.

Pememe. Nunyxrmnujom ce mpoBepasa na je HU3 Y, H0OpPO nepurHUCAH, NOK je noOpa Je(UHUCAHOCT
HU3a T, ouurdexmna. Ilpumernmo ma je Ha ocHoBy ATl mejemmakocTtu T, = Y, 3a cBako N € N.

Hus x,, je pacryhwu, mok je mus ¥, onanajyhu. O6a musa cy orpanmuena. Heka je x = lim x, u
n—0oo

y = lim y,. Hymramem nuMeca Kpo3 pekypeHTHe GopMyJe Koje AedUHUNTy mocMaTpaHe HU30BE,
n—00

nobuja ce ¥ = Y.

132. Hexa je 21 = 0 u 2, = ——. IJlokasaTu na Hu3 KoHBeprupa u Hahn mvec.
n

1+z

Pememe. Nnnyknujom ce morasyje na je Hu3 qo6po gerHUCAH, a OJATIIE CIEAN U OTPAHUYEHOCT

Hu3a omo3ro ca 1. ITomuw3 umanoBa ca HEHApPHMM WHAEKCHMA je pacTynu, a MOAHW3 YIaHOBA

ca TApHUM MHIEKCHMa je omamajyhum, mro ce mposepasa mumyknujoMm. Heka je T = lim X9, u
n—ao0
— 1i _ 1 _ 1 _ 2 _
Yy = igl()loxgn+1. Tana, T = Toy U Y = 45 OHaxie crem T = Y. Hakne, z°+x—1=0mn
_ —1+/5 .
T=—5 (mpyro pememe onbaIyjeMo 300r HEroBe HETaTUBHOCTH).
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14+2xp,

133. Hexa je xg = a > 0u 21 = . IokazaTu na HU3 KOHBeprupa u Hahm mmMec.

Pememe. Hus je no6po mnedunucan, mTo ce mpoBepasa WHAyKOUjoM. Ao je T, < 1, mus omana,
a ako je X, > 1 mu3 pacre. Ilposepasa ce na 3a 0 < @ < 1 Baxu x,, < 1 3a ceako n € N, a
3a.a > 1jex, > 13acsaxko n € N. Y opsom cayuajy, rpammuna spemuoct je 0, a y apyrom
CIyYajy HU3 AUBEPTUPA.

134. Hexra je Ty = :E?L — 2, + 1, x1 = a € R. Ucnuraru xomBeprennujy =Husa.

Pememe. 3a ¢ = 0 unu ¢ = 1 #Huz je xoncrantan (cBaku una® je jemHak 1) u KoHBeprupa.
IIpernocrasumo na je @ # 1 = 0, a # 1. Tana, su3 je nobpo medunucan u Tn11 — T, = 0, ma
je pacryhu. Kammunar 3a mumec je 1. Y cayuajesuma @ > 1 u @ < 0 5u3 museprupa. Y cayuajy
0 < a <1, su3 je orpanmuen omosro ca 1 u xomseprupa. Ilakie, Y}HIOIO x, =13aacl0,1]

N

135. Iokaszatu na SIN N u COSTN AUBEPrUpajy.

Pememe. IIpernocrasumo cynporso, lim sinn = a. Taxa je u lim cosn = v/1 — a2. Ca apyre
n—aoo n—aoo

crpare, 360r Sin 2n = 2sin n cosn, mopa 6utu a = 2ay/1 — a2 u 360r cos 2n = cos?n —sin’n
mopa 6utn V1 —a? = 1 — 2a®. Us upse jenmaroctu je a4 = \/757 CMEHOM y Ipyry, mobuja ce
zll =1-2- % = —%. KorTpamukmmja.

Iepununuja 11. TMoaaus vusa T, je mpecaurasame & © @, rae je ¢ : N — N xoje je "1-1"u
cTporo pacrtyhe.

Iepununuja 12. T je Tauka HaroMmaaBama HHA3A T, aKO y CBaKO] £-OKOJMHMA MMa OECKOHAYHO

MHOT'O 4JIaHOBa HU3Aa.
TeopeMa. Csaku OI'PAHWYECH HU3 Ma Ta4YKy HarOMWJ/IaBakba.

Teopema. Tauka T je Tauka HaroOMUJIaBama HU3a AKKO IOCTOJU MOHU3 Ty, TAKO 12 lim Tp, = X.
k—00

136. O,HpeﬂI/ITI/I CKYII Ta4YaKa HaroOMMWjJIaBalbha HU3a (_1)n(2 + %)

Pememe. Hus (_1)TL OqUBEprupa M MMa AB€ Ta4YKe HaroMmJIaBama, —1 n 1, JOK HM3 2 + % KOH-

Beprupa ka 2. Ckyn Tauaka Harommirasama je {—2,2}.
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137. Onpemuru crxyn ravaka marommmasama musa (1 + %)n(—l)n + sinnm4.

Pememe. Kaxo je

1
lim (1+ —)" =,
im ( n) e

n—w
1, n = 2k,
<_1)n:{—1, n=2k+1,
n
(0 n = 8k,
‘/75, n =8k + 1,
1, n = 8k + 2,
Smn_ﬁqf@, n =8k +3,
0 n =8k +4,
V2 =8k +5,
-1, n=8k+1,
\/75, n =8k +7,

TO je CKym Tadaka HaromMmiaasama A = {—e f ,—e+ \[ ,e,e— 1, e+ 1}.

2

n 2nm
1+n?

COS =3

138. Ompemuty ckym Tauaka HaroMuiIaBama HU3A,

Pememe. Ananorso OpEeTXOoMHM 3aJalrMa, CKYII TadaKa HarOMUJJIaBalbha je {—— 1}

n

139. Hera je x1 € (0,1) w 2,41 = Y, In(1 + ) 3a n > 1. Uspauynaru lim x,,.
k=1 n—w

Pememe. Unayknujom (y3 kopuT7leme nejemnaroctu In(1+x) < ) ce nokasyje na je x, € (0, 1)
3a csaro N € N. Kaxo je nx,1—(n—1)x, =In(1 + x,), 1j. Tny1— T, = w <0, To
je mm3 onmanajyhu. Ilakre, nus T, kOoHBeprupa u 3a meros guvec Bazkn £ = In (1 —|— ), OMHOCHO

z = 0.

n—1

140. Hexa je zp € (0,7) u z, = Z sinzy 3a n > 1. Uspauyraru (ako mocroju) lim x,.
]{3 0 n—ao0

Pememe. Uunyxnujou ce mokasyje na je T, € (0, 7) 3a cako n € N. Kako je nz,—(n—1)z, 1 =
Sin Ty, TO je Tp — Ty = T < (), ma je mu3 omamajyhu. Ciemu, KOHBEPruUpa U 32 HETOB
auMec Basku T = SIN & Ha ocHOBY Kommjese Teopeme. Komauno, saxmyuyjemo x = 0.
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141. Ioxazaru

. 1 1
7}2130(1+1+§+~--+m)=e,
1 1 0y,
e=2+_—+-+ =+ 0<6,<1
2! n! n-n!

Pememe. Jbhamxko, 3amarak 35.

142. Jlokazatu na je € upamuoHaJaH.

Pememe. Jbamrko, 3anarakx 35.

143. Ioxasaru lim n(ar — 1) = Ina,a > 0.

n—o0

Pememe. Jbamrko, 3anarakx 39.

144. Vspauynsaru lim ’ sin (7T\/ n?+n + 1)‘

n—oo

Pememe. lim [sin (mv/n? +n+1)| = lim [(=1)"sin (73/n? + n + 1 —7n)| = lim |sin (o550 —)] =

n—0o0 n—0o0 n—0o0
sinZ| = 1.
2

145. Hoxaszaru ma a, = \/1 + \/2 + /3 + - -+ + /N xomseprupa.

Pememe. Hus je pacryhu. [Toraskumo na je u opanuven: d, = \@\/% + \/;21 S I S /2% <

\/5\/1 + 1+ ++1 = +/2b,. Kaxo je bps1 = 1+ b,, nako ce nmposepasa ma je b,

OTpaHWYEH OJO03T0 ca 2, MTO 3HAYM 12 je (I, OTPAHMYeH OI03T0 Ca 2\/5. Hwu3z a,, xouBeprupa.

2

n’

n > 0. Hahu lim z,, lim nz,.
n—ao0 n—o0

146. Hexa je O <zo<lumxpy1 =2, — 2
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Pememe. Nunyxnujom ce moxasyje ma je 0 < x, < 1. Hu3s je omamajyhu u xomseprupa xa 0.

pmverom IlTommosor crasa je lim nx, = lim 2 = lim %" = lim (1—z,) =1
n—o0 n—00 z, n—00 z, T Tn n—o0

. . 1 1 1 _
147. Noxaszaru na je T}glgo(n—_“ +omtot %) = In?2.

Pememe. Ha ocHOBY 3amaTka ca IPETXOIHMX HAcoBa je 1 + % + -+ % =77+ Inn + ¢, roe
en — 0 xam n — 00. Cianuso, 1+%+‘-'+%+”'+% =+ In2n + €9,, rae €9, — 0 wan

n — 00. Ony3uMameM OBe ABe pesanuje, 4o0uja ce TpaskeHo.

148. Heka je 11 = a, To = b, T, = w%, n > 3. Hahu lim z,,.
n—0o0

Pememe. PemaBamem nocmarpane mqudepeHiHe jeqHadyune ce nobuja T, = 3

Tpaskeru aumMec je %Qb

149. Hahu lim %

n—o0

Pememe. [Ipumenom nepuuuimje OMHOMHOr KoeduIimjeHTa ce qobuja a je TpaskeHU JIUMeC e

150. Heka je 0 < z, < z,, + T, m,n € N. Jlokazatu na "%" KOHBEpTHUpA.

Pememe. [Tpumenom cybamurusroctu umanmo 0 < x, < nap, omsocro 0 < 22 < 1y, Ilaxue,
IIOCTOjU MHPUMYM CKYyIIa {%‘} koju hemo o3zmauntu ca . Hexka je € > (. Taga nocroju M Tako ma
jea <2 < at§ Kakojen =qm+runl, < @+, rojea <2 < (a+35) Mo+ <

Tn

« + €. Omasne je lim = Q.
n—o

151. Herka je 11 > 0Ou 2,11 = —1 + /1 + x,. Hahw lim z,,, lim = lim nx,.
n—00 n—oo In n—0o0
Pememe.
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. . 2
. Hahu lim z,, lim nx;.

n—o0 n—o0

152. Hera je 90 > 0 u 241 = _117;2

Pememe.

153. Hahu mumvec mmsza a, = "%/((n + 1)! — Unl.

Pememe.

154. Hexa je uus T, nepumucan ca Tnyp1 = al, + (1 — a)r,_1 3a cee n = 1. Hahu mumec
HU32 y 3aBUCHOCTH OX (¥, Lq, T1.

Pememe.

155. Hus x,, peannux 6pojesa samosomasa lim (xan + Topt1) = 315 u lim (29, + xop_1) =
n=—a0 n=—a

2003. Uspauymatu lim -2z

n—soo T2n+1"

Pememe.

n
156. Heka je a, mu3 peamnux Gpojesa Takas ma je lim a, ), ai = (. Horazatu na je
n—aoo
k=1

lim (3n)3a, = 1.
n—oo

Pememe.

157. Heka je a, wu3 peamnux 6pojeBa Taksux ma G, = 1 3a ce N u xa mm3 (a, + a;l)n>1

kouBeprupa. Jlokaszatu na je HU3 A, KOHBEPIEHTAH.

Pememe.
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n—0 4

n
158. Heka je S;, = >, /1 + % — 1. Horasaru ma je lim S, = 1
k=1

Pememe.

159. Heka je T, vU3 U Y, = Tp_1 + Tp 3a cBe N = 2. [IpernocTaBumMo Aa ¥, KOHBEprupa.
ITokazatu na ¥ HU3 T, KOHBEPTHUPA.

Pememe.
160. Heka je @, mu3 peamnnux 6pojesa taxsux na lim (2a,.1 — a,) = [. Ilokasatu ma je
n—aoo
lim a, = (.
n—0o0
Pememe.

1.12 PyHKIUjE

(1+nz)™—(1+mzx)™
x? )

161. Hahwu lim

r—0

Pememe. [Ipumenom Gunomue popmyse, mobuja ce ma je TParKeHU JIMMEC (g) m? — (m) n?.

m
x

162. Hahu 1in% =l mneN
xr—>

Pememe. Kamnenrammujom ca & — 1, nobuja ce ma je Tpa:keHU JuMeC jeIHAK %

163. Hahu lim (2, — ).

1 1—am 1—a™

Pememe. Ysobemem cmerne ¢ = & — 1 u mpumenom 6urOMHE QopMyIe, TobUja ce ma je TpakeHu
m—n
7 -

JIIMeC
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164. Hahun lim Sy

Pememe. $arkropucamem pa3nmke KBaapaTa U KaHIEJIANUjOM ca 4/T — @, nobuja ce ma je Tpas-

1
XE€HU JIMMEC ——.
V2a

165. Hahu };IE% —‘%};ff

Pememe. Kopu7lemen nnenturera 12 — a’ = (t—a)(t+a)m 2 —a® = (t—a) (t2 +ta + az),

nobuja ce ma je TpaKeHU JUMeC %

166. Hahu lim =52

r—0

Pemenm.e. Kopu7lemem anunumone GpopMmyse U MO3HATOL JIHMECA lir% % = 1, no6uja ce na je
Tr—>

1
TPAKCHU JIMEC 3.

: sin 7x—sin 4x
167. Hahu glgliﬂ o

Pememe. Kopu7lemem amunuorne ¢popmyiie, nodbuja ce na je TparKeHU JIUMeEC %

168. Hahu lim Si2mE

pq SIDNT

Pememe. YBobhemem cmene T = 7 + T 1 npumenoM aaunuone GpopMmyJie, nobuja ce ma je TPaskeHu
m—nm

JMec (—1) ot

169. Hexa je @ # £ + km. Hahu lim fenz—tana,

Tr—a

Pememe. Jlumec je jennak —5—.
COos“ a
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170. Ilokazatu ma me mocToju lim sin x.
T—00

Pememe. TpaskeHo ce 3axkmpydyje mocMaTpameM JUMECA HA HU30BUMaA NTT U % + 2n7T u npuMeroM
XajHeoBe TeopeMe.

171. Hahu lim (V22 + 2 — zex).

T—00

Pememe. Cyenom T = % v3 Kopu7leme unmeHUIIE 1A je (1+t)% = 1+%t+0(t> uwe' = 1+t+o(t)

rkan t — 0, nobuja ce ma je TpaskeHM JUMeC jeIHAK —%.

172. Iorasaru ma we mocroju lim {x}.
T—00

Pememe. IIpumenom XajHeoBe neduHHMIMje IPAHUYHE BPEAHOCTU HA HU30BUMA Ly, = N, Yp =
1

. Y13z+ Y1+52—2
173. Hahnu ilir(l] ViEs

Pememe. Kopu7lemeMm acCUMOTOTCKE eKBUBAJICHIMjE ce TOOUja Ma je TPaKEeHU JuMec 2.

174. Hahu lim xzﬁ.

,',E—)l

Pememe. ¥YBectu CMEny t =T — 1 1 KOPUCTUTHU IIO3HATE JILIMecCe.

175. Hahiu lim Va2 + 2z + 2 — /22 — 22 + 4.

Tr——00

Pememe. Hanucatu uzpas y obaumKy pa3iuke KBaaparta. TpaskeHu auMec je -2.

176. Hahu lim ezco%fl.
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Pememe. Y Gpojunan gomatu + COSZT UM MCKOPUCTUTH IO3HATE JIMMece Ha Ou ce mobuio ma je

TpaKeHn aumec 1.
177. Hahn lim V23 — 22 +1— zcos 1.
r——00

1 . .
Pememe. YBohemem cmene ¢ = 7 U Kopu7lemeM aCHMITOLKMX €KBMBAJICHIM]ja NOOuja ce pesy-

Ta,T'_l
3

178. Hahu lim (#52)

a®—1

Pememe. Kopu7lemem nosmaror mumeca lim = In a, nobuja ce ma je pesynrar \4/5.

z—0

179. Hahu lim w.
xTr—>

r+sinx

Pememe. Y 6pojuony ce +1 u kopucre ce mossaru nmuMecu na 6u ce mobUO pesyaTaT —%.

T oin TL _
2 sin 77

180. Hahwu lim =74
T—2 =

Pememe. Y Gpojuomny nomatu u oxyseru 27, mobuja ce ma je Tpasenu mumec 41n 2.

181. Hahu lim (V2 + z — zex).

T—00

Pememe. Cyernom & = % y3 kopuTleme ummenurre aa je (1 —Hf)% = 1+%t+0(t> e’ = 1+t+o(t)

kan t — 0, nobuja ce ma je TpaskeHM JuMeC jeIHAK —%.

182. Horaszary ma me mocroju lim {JI}
Tr—00
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Pememe. IIpumenom XajHeoBe neuHHMIMje IDAHUYHE BPETHOCTU Ha HU30BUMA L, = N, Yp =
1
n+ 3.

. Y13x+ Y1+52—2
183. Hahu gljlin VT2 1 .

Pememe. Kopu7lemeM acCUMITOTCKE €KBUBAJICHIMjE Ce TOOUja Ma je TPaKCHU JHUMEC 2.

184. Hahu lim 2?22

r—1

Pememe. ¥YBectu CMEeny t =T — 1 1 KOPUCTUTU IIO3HATE JILMecCe.

185. Hahu lim Va2 + 2z + 2 — /22 — 2z + 4.

r——00

Pememe. Hanucaru m3pas y o6auky pasiauke KBamgpara. T paskeHu juMec je -2.

186. Hahu lim <-¢os2=1,

Pememe. Y Gpojunan momatu + COST ¥ MCKOPUCTUTH IIO3HATE JMMECe Oa OM ce mobumiao ma je

TpakeHn aumec 1.

187. Hahwu lim /a3 — 22 + 1 — x cos %

Tr——00

1 . .
Pememe. YBobhemem cmene ¢ = 2 4 KopuT7lemeM aCHMITOLUKMAX €KBUBAJICHIU]ja A00Uja ce pesyi-

TaT —l
3

188. Hahu iﬂ(?“ﬁ)%

P Kopu71 lim =1 =] 6uj i V2
ememe. [opu/lemeM MO3HATOr nMeca UM —— = [l a, nobuja ce na je pesynarar .

€T —>
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r+sinx

189. Hahu lim 3ve—vite

Pememe. Y 6pojuony ce +1 u xopucre ce mo3HaTH nuMecu na 61 ce HO6UO pe3yITaT —%.

27 sin 72 —4

190. Hah lim ="t

r—2

Pememe. Y Gpojuomny nomartu u oxyseru 27, mobuja ce ma je Tpasenu mumec 41n 2.

191. VicrmuraTu wenpexunnoct dpymxmmje f(z) = [z]sin .

Pememe. ®ynrnuja je menperumaa wa R.

192. Vcnuratn HEIPEKUIHOCT GYHKITje 1irr(1) {/1 + |z|™ + (%)271
xr—>

Pememe. ®yurmuja je Hemperumua Ha R.

193. Vcmuraru wenperumnoct dpyuxmmje f(z) = [z]Inz — In ([z]!), x > 1.

Pememe. ®yurnuja je HempekugHa HA JOMEHY.

194. Oapemuru a, b, ¢ Tako na ¢yusnuja Gyme memperumaa Ha R

2z + a, r < —2

22 + b, —2<z<3
flz) =+,

e’ + ¢, 3<xr<H

2 +20+7, v>5

Pememe. Oapemuru a, b, ¢ Tako na ¢yHEmmja Gyme HempekumHa y TaukamMa —2, 3 U D.
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