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1. a) [7] Neka je X proizvo	an neprazan skup i F familija realno-vrednosnih funkcija na X za
koju va�e slede�a tri svojstva:

(1) F sadr�i konstantne funkcije;

(2) Ako f, g ∈ F i c ∈ R, tada f + g, fg, cf ∈ F ;

(3) Ako fn ∈ F za sve n ∈ N, onda i f = lim
n→∞

fn ∈ F .

Dokazati da je M = {A ⊆ X | χA ∈ F} jedna σ-algebra na X.

b) [8] Neka je dat prostor sa merom ([0, 1],ML([0, 1]), µL) i skup A ∈ ML([0, 1]) takav da je
µL(A) = 1

2
. Dokazati da za funkciju g : [0, 1] → R definisanu sa g(x) = µL(A ∩ [0, x]) va�i

da je |g(x) − g(y)| ⩽ |x − y|, za sve x, y ∈ [0, 1], a potom zak	uqiti da za sve α ∈
(
0, 1

2

)
postoji

Aα ⊂ A takav da Aα ∈ ML([0, 1]) za koga je µL(Aα) = α.

2. [15] Izraqunati lim
n→∞

∫ 1

3
n

sinx

arctg2 x (lnx+ lnn)2
dx.

3. a) [13] Dokazati da za p > 1 va�i

∫ +∞

1

lnx

1 + xp
dx =

+∞∑
n=0

(−1)n

(p(n+ 1)− 1)2
.

b) [2] Da li jednakost u delu a) va�i i za p = 1?

4. [15] Neka je f : [0, 1] → R Lebeg mer	iva funkcija takva da je

∫
[0,1]

|f |p dµL < +∞ za neki p ∈

[1,+∞). Neka je a ∈ (0, 1] proizvo	an. Izraqunati

lim
a→0

1

a
1
q

∫
[0,a]

|f | dµL,

gde je q ∈ (1,+∞] takav da je 1
p
+ 1

q
= 1.

Napomena: U uglastim zagradama je navedeno koliko svaki deo zadatka nosi bodova. Vreme za izradu
zadataka je 180 minuta.


