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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 6. ñåïòåìáàð 2024.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex(x cos y − y sin y) + x3 − 3xy2 − x2 + y2 è f(0) = 0. Èçðà÷óíàòè

∫
|z|=2

ez

f(z)− zez
dz.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöó K = {z : |z + 3i| = 1} ñëèêà íà êðóæíèöó S = {w : |w + 3| = 2}, ïðè
÷åìó âàæè ϕ(−2i) = −5 è ϕ(i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. (a) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå aRe f + b Im f ≥ c ó C, ãäå ñó a, b è c ðåàëíå êîíñòàíòå, ïðè ÷åìó âàæè (a, b) ̸= (0, 0).
Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

(á) Äàòå ñó öåëå ôóíêöèjå f è g, òàêâå äà jå ôóíêöèjà f + g îãðàíè÷åíà ó C. Äîêàçàòè äà ñó f è g êîíñòàíòíå ôóíêöèjå.

4. Íåêà ñó f, g : D → C \ {0} õîëîìîðôíå ôóíêöèjå è íåêà jå F = f ′

f è G = g′

g , ïðè ÷åìó âàæè F
(

1
n+1

)
= G

(
1

n+1

)
çà ñâå n ∈ N.

Äîêàçàòè äà ïîñòîjè êîíñòàíòà c ∈ C \ {0}, òàêâà äà jå f(z) = cg(z) çà ñâå z ∈ D.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 9. ôåáðóàð 2024.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex cos y + x3 − 3xy2 − x2 + y2 − 1 è f(0) = 0. Èçðà÷óíàòè

∫
|z|=2

ez

f(z)− ez + 1
dz.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöó K = {z : |z − i| = 1} ñëèêà íà êðóæíèöó S = {w : |w − 5| = 2}, ïðè
÷åìó âàæè ϕ(2i) = 3 è ϕ(5i) = 2. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè |f(z)| ≤ |z|λ çà ñâå z ∈ C, ãäå jå λ ∈ R.

(a) Àêî λ ∈ R \ N0, äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f èäåíòè÷êè jåäíàêà íóëè.

(á) Àêî λ ∈ N0, äîêàçàòè äà jå f(z) = czλ çà ñâå z ∈ C è íåêî |c| ≤ 1.

4. (a) Íåêà jå f : D(z0, R) → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè |f ′(z) − f ′(z0)| < |f ′(z0)| çà ñâå z ∈ D(z0, R). Äîêàçàòè äà
jå ôóíêöèjà f èíjåêòèâíà.

(á) Íåêà jå Ω ⊂ C îáëàñò è f : Ω → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè f ′(z) ̸= 0 çà ñâå z ∈ Ω. Äîêàçàòè äà çà ñâàêî
z0 ∈ Ω ïîñòîjè R > 0, òàêî äà jå ôóíêöèjà f èíjåêòèâíà ó äèñêó D(z0, R) ⊂ Ω.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 20. jàíóàð 2024.

1. Íåêà jå h = u + iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex(x cos y − y sin y) + x5 − 10x3y2 + 5xy4 + x2 − y2 + 8 è h(0) = 8. Îäðåäèòè áðîj íóëà
ôóíêöèjå h ó ïðñòåíó A = {z : 1 < |z| < 2}.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöå K1 = {z : |z + i| = 1} è K2 = {z : |z − 3i| = 1} ñëèêà íà êðóæíèöå

S1 = {w : |w − 1| = 4} è S2 =
{
w :

∣∣w − 31
15

∣∣ = 4
15

}
, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(i) = 3. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. (a) Îäðåäèòè I(a, b) =

∫
T

z3

(z − a)2(z − b)
dz, ãäå ñó a, b ∈ D.

(á) Íåêà jå n ∈ N è 2πi
an

= I
(

1
2n ,−

1
n+1

)
. Èçðà÷óíàòè

∫
T

zn

1 + 2z + 3z2 + . . .+ nzn−1 + anzn
dz.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà.

(a) Àêî âàæè |f(z)| ≤ c|z|λ + d çà ñâå z ∈ C, ãäå ñó λ, c, d ≥ 0, äîêàçàòè äà jå f ïîëèíîì ñòåïåíà íå âå£åã îä ⌊λ⌋.
(á) Àêî âàæè |f(z)| ≥ 1

5|z|10+7 çà ñâå z ∈ C, äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 7. ñåïòåìáàð 2023.

1. Äàòî jå áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) çà êîjå âàæè ϕ(0) = 5, ϕ(i) = 4 è ϕ(−2i) = 1. Îäðåäèòè ϕ(V ), ïðè ÷åìó jå

V =
{
z ∈ C : |z| < 1,

∣∣z + i
2

∣∣ > 1
2

}
.

2. Èçðà÷óíàòè

∫
|z|=3

1

z33 + z3 + 3
dz è

∫
T

izn

az2 − (1 + a2)z + a
dz, ãäå jå a > 1 è n ∈ N.

3. Îäðåäèòè áðîj íóëà ôóíêöèjå h(z) = z6 + 4z2ez+1 − 3 ó jåäèíè÷íîì äèñêó D.

4. Íåêà jå Ω ⊂ C îáëàñò, f : Ω → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è Ω∗ = {z ∈ C : z ∈ Ω}.

(a) Äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f∗(z) = f(z), z ∈ Ω∗ õîëîìîðôíà.

(á) Àêî jå ôóíêöèjà g(z) = f(z), z ∈ Ω õîëîìîðôíà, äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà.

(â) Àêî jå ôóíêöèjà h(z) = f(z), z ∈ Ω∗ õîëîìîðôíà, äîêàçàòè äà jå ôóíêöèjà f êîíñòàíòíà.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 12. jóí 2023.

1. Íåêà jå 0 < a < 1 è ϕ áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å çà êîjå âàæè ϕ(0) = a, ϕ(1) = 1 è ϕ
(
1
2

)
= 2a

1+a . Äîêàçàòè äà jå ϕ(−1) > a2 è
îäðåäèòè ϕ(D).

2. Èçðà÷óíàòè

∫
T

dz

(z − 2)(7z − 4)10(51z − 2)100(721z − 442)1000
.

3. Íåêà jå f = u + iv õîëîìîðôíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω ⊂ C, ïðè ÷åìó âàæè au + bv = c ó Ω, ãäå ñó a, b è c ðåàëíå êîíñòàíòå,
òàêâå äà jå (a, b) ̸= (0, 0). Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà ó îáëàñòè Ω.

4. Äàòå ñó õîëîìîðôíå ôóíêöèjå f, g : D(z0, R) → C, ïðè ÷åìó âàæè f(z0) ̸= 0, g(z0) = g′(z0) = 0 è g′′(z0) ̸= 0. Äîêàçàòè äà jå

Res

(
f

g
, z0

)
= 2

f ′(z0)

g′′(z0)
− 2

3

f(z0)g
′′′(z0)

g′′(z0)2
.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 9. ôåáðóàð 2023.

1. Íåêà jå h = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex cos y + x4 + y4 − 6x2y2 + x3 − 3xy2 + 10x2 − 10y2 + 1 è h(0) = 2. Îäðåäèòè áðîj íóëà
ôóíêöèjå h ó jåäèíè÷íîì äèñêó D.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöó K = {z : |z − 2i| = 1} ïðåñëèêàâà íà S =
{
w :

∣∣w − 13
4

∣∣ = 3
4

}
, ïðè

÷åìó âàæè ϕ(i) = 4 è ϕ(5i) = 2. Îäðåäèòè ϕ(D).

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z−i|=1

1
z6−1 dz è

∫ 2π

0
(1+2 cos x)n cosnx

1−a−2a cos x dx, ãäå jå n ∈ N è 0 < a < 1
3 .

4. Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, f(ℓ) ⊂ ℓ è f(p) ⊂ p, ïðè ÷åìó jå ℓ = {z : Im z = 0} è p = {z : Re z = 0}.

(a) Äîêàçàòè äà âàæè f(z) = f(z) è g(z) = g(z) çà ñâå z ∈ C, ãäå jå g(z) = if(iz).

(á) Äîêàçàòè äà jå f íåïàðíà ôóíêöèjà.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 21. jàíóàð 2023.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = e−y(x cosx− y sinx) + x2 − y2 − x4 + 6x2y2 − y4 è f(0) = 0. Îäðåäèòè max
|z|≤2

∣∣f(z)− zeiz
∣∣.

2. Áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) ïðàâå ℓ1 = {z : Im z = 0} è ℓ2 = {z : Im z = 3} ñëèêà íà êðóæíèöå K1 = {w : |w − 3| = 2} è
K2 =

{
w :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(i) = 3. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. Èçðà÷óíàòè
∫∞
0

cosnx
x2+m2 dx, ãäå ñó m,n ∈ N è

∫ 2π

0
dx

a cos x+b sin x+c , ãäå ñó a, b, c ∈ R è 0 < a2 + b2 < c2.

4. (a) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è f(z) = f(z + 1) = f(z + i) çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

(á) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè f(x + i) − f(x) ≥ 0 è f(1 + iy) − f(iy) ≥ 0 çà ñâå x, y ∈ [0, 1]. Äîêàçàòè äà jå f
êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 22. ñåïòåìáàð 2022.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex(x2 cos y − y2 cos y − 2xy sin y) è f(0) = 0. Êîëèêî jå
∫
T

f(z)
z3 dz?

2. Áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) ïðàâå ℓ1 = {z : Im z = 0} è ℓ2 =
{
z : Im z = 1

2

}
ñëèêà íà êðóæíèöå K1 = {w : |w − 2| = 1}

è K2 =
{
w :

∣∣w − 5
3

∣∣ = 2
3

}
, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(i) = 2. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. Çà öåëó ôóíêöèjó f è ñâå n ∈ N0 âàæè |f(z)| ≤
∣∣f (

z
3

)∣∣+ 1
3n àêî jå 3n < |z| ≤ 3n+1. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

4. Äîêàçàòè äà çà ñâå n ∈ N è z ∈ C âàæè |Im zn| ≤ n |z|n−1 |Im z|.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 5. ñåïòåìáàð 2022.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = ex(x cos y − y sin y) è f(0) = 0. Äîêàçàòè
∣∣∣∫γ f(z)

z2 dz
∣∣∣ ≤ πe, ãäå jå γ(t) = eit, t ∈ [0, π].

2. Áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) ïðàâå ℓ1 = {z : Im z = 0} è ℓ2 = {z : Im z = 5} ñëèêà íà êðóæíèöå K1 =
{
w :

∣∣w − 7
4

∣∣ = 3
4

}
è K2 = {w : |w + 2| = 3}, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. Êîjà òà÷êà ñêóïà
{
z ∈ C : ee

z

= 1
}
jå íàjáëèæà èìàãèíàðíîj jåäèíèöè i?

4. Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è f(x+ ix) ∈ R çà ñâå x ∈ R. Àêî jå f(2) = 1− i, îäðåäèòè f(2i).

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 9. ôåáðóàð 2022.

1. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå äàòó êðóæíèöó K = {z : |z − 2i| = 1} ïðåñëèêàâà íà S =
{
w :

∣∣w − 19
4

∣∣ = 5
4

}
,

ïðè ÷åìó âàæè ϕ(i) = 6 è ϕ(4i) = 3. Îäðåäèòè ϕ(T).
2. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè u = 4x4 − 24x2y2 +4y4 + x2 − y2 +1 è f(0) = 1. Îäðåäèòè áðîj íóëà ôóíêöèjå

f ó äèñêó D è èçðà÷óíàòè
∫
T

z3

f(z) dz.

3. Èçðà÷óíàòè
∫ 2π

0
dx

(a+cos x)2 , ãäå jå a > 1 è
∫
|z−1|=1

1
z4+1 dz.

4. Íåêà jå f : D → C íåïðåêèäíà ôóíêöèjà, êîjà jå õîëîìîðôíà ó D è L =
{
z ∈ D : Im z = Re z + 1

}
, ïðè ÷åìó âàæè |f(z)| ≤ 3

√
16

çà ñâå z ∈ D è |f(z)| ≤ 1 çà ñâå z ∈ L. Äîêàçàòè äà jå |f(0)| ≤ 2.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 21. jàíóàð 2022.

1. Äàòè ñó n ∈ N è z ∈ C, ïðè ÷åìó âàæè (1− iz)
n
+ zn = 0. Êîëèêî jå Im z?

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöó K = {z : |z − i| = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó S = {w : |w − 7| = 3},
ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4 è ϕ(−4i) = −2. Îäðåäèòè ϕ(T).

3. Èçðà÷óíàòè
∫∞
0

cosnx
(x2+m2)3

dx, ãäå ñó m,n ∈ N.

4. Àêî jå a > 0 è b > 2, îäðåäèòè áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå az3 − z + b = e−z(z + 2) ó äåñíîj ïîëóðàâíè Π = {z : Re z > 0}.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 24. ñåïòåìáàð 2021.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè u = y3 − 3x2y + 1 è f(0) = 1 + i. Îäðåäèòè max
|z|≤1

|f(z)|.

2. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, çà êîjó âàæè |f(z)| ≥ | cos z|+ | sin z| çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

3. Îäðåäèòè
∫
|z|=1

|dz|
|z−c|4 , ãäå jå c > 1.

4. Íåêà jå n ∈ N. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f(z) = zn−1∏n
j=1(z−j) íåìà ïðèìèòèâíó ôóíêöèjó ó îáëàñòè A = {z ∈ C : |z| > n+ 1}.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 8. ñåïòåìáàð 2021.

1. Äàòî jå áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) = iz+b
cz−1 , ãäå ñó b, c ∈ C, êîjå êðóæíèöó K = {z : |z − 4| = 1} ïðåñëèêàâà íà

êðóæíèöó S =
{
w :

∣∣w − 5i
2

∣∣ = 1
2

}
, ïðè ÷åìó âàæè ϕ (−1) = −i. Îäðåäèòè ϕ(T), ãäå jå T = {z : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

2. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè u = 5x5− 50x3y2+25xy4+x3− 3xy2− y+1 è f(0) = 1. Èçðà÷óíàòè
∫
T

z4

f(z) dz.

3. Äàòè ñó ïðèðîäíè áðîjåâè n > m. Èçðà÷óíàòè
∫
T

zn−1

1+z+ z2

2! +...+ zm

m! +3zn
dz.

4. Íåêà jå an ∈ C, n ∈ N0, ïðè ÷åìó âàæè
∑∞

n=0 |an| < ∞ è
∑∞

n=0 anm
−n = 0 çà ñâå m ∈ N. Äîêàçàòè äà jå an = 0 çà ñâå n ∈ N0.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 1. jóë 2021.

1. Äàòà jå öåëà ôóíêöèjà f(z) = cosx (ch y + a sh y) + i sinx (ch y + b sh y), ãäå jå z = x+ iy ∈ C è a, b ∈ R. Îäðåäèòè max
|z|≤1

∣∣∣ ez
2

f(z)

∣∣∣.
2. Èçðà÷óíàòè

∫
|z−1−i|=2

1
(z−1)2(z2+1) dz è

∫
|z−1|=1

1
z4+1 dz.

3. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà è f(z) = f
(
1
z

)
çà ñâå z ∈ C \ {0}. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

4. Íåêà jå c ∈ C è n ≥ 2 ïðèðîäàí áðîj. Äîêàçàòè äà jåäíà÷èíà czn + z + 1 = 0 èìà ðåøå»å ó çàòâîðåíîì äèñêó D(0, 2).

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 14. jóí 2021.

1. Äàòà jå öåëà ôóíêöèjà f(z) = x2 + axy + by2 + i
(
cx2 + dxy + y2

)
, ãäå jå z = x + iy ∈ C è a, b, c, d ∈ R. Äîêàçàòè äà âàæè∣∣∣∫γ zez

f(z) dz
∣∣∣ ≤ πe√

2
, ïðè ÷åìó jå γ(t) = eit çà ñâå t ∈ [0, π].

2. Äàòà ñó ïðåñëèêàâà»à R(z, w) = |z−w|√
1+|z|2

√
1+|w|2

, z, w ∈ C è h(z) = az+b
a−bz

, z ∈ C \
{
a/b

}
, ïðè ÷åìó çà êîìïëåêñíå áðîjåâå

a, b ∈ C \ {0} âàæè |a|2 + |b|2=1. Äîêàçàòè äà jå R (h(z), h(w)) = R(z, w) çà ñâå z, w ∈ C \
{
a/b

}
.

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=2

1
z222+z22+z2+2 dz è

∫ 2π

0
cosnx

1−2a cos x+a2 dx, ãäå jå a > 1 è n ∈ N.

4. Íåêà jå n ∈ N è p(z) = zn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z+ a0 ïîëèíîì ñà êîìïëåêñíèì êîåôèöèjåíòèìà. Äîêàçàòè äà âàæè max

T
|p| ≥ 1.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 17. ôåáðóàð 2021.

1. Íåêà jå f = u+ iv öåëà ôóíêöèjà, u = e−y cosx+ x2 − y2 − y è f(0) = 1. Èçðà÷óíàòè
∫
γ
f(z) dz, ãäå jå γ(t) = 2t, t ∈ [0, π].

2. Äàòå ñó ðàçëè÷èòå òà÷êå a, b, c, d è êðóæíèöà K ó êîìïëåêñíîj ðàâíè C, ïðè ÷åìó ñó òà÷êå c è d èíâåðçíå ó îäíîñó íà K è
a, b ∈ K. Äîêàçàòè äà âàæè

∣∣ a−c
a−d : b−c

b−d

∣∣ = 1.

3. Îäðåäèòè áðîj íóëà ïîëèíîìà p(z) = 17z17 + z16 + 5z5 + 4z4 + 3z3 + 2z2 + 1 ó äèñêó D è èçðà÷óíàòè
∫
T

z16

p(z) dz è
∫
T

z15

p(z) dz.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà. Äîêàçàòè äà âàæè max
z∈T

|z − f(z)| ≥ 1.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 30. jàíóàð 2021.

1. (à) Íåêà ñó z, a ∈ C. Äîêàçàòè äà âàæè |z + a|2 + |z − a|2 = 2|z|2 + 2|a|2.
(á) Íåêà ñó z, a ∈ C è z2 − a2 = 1. Äîêàçàòè äà âàæè |z + a|+ |z − a| = |z + 1|+ |z − 1|.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöóK =
{
z : |z + 3i| = 1

2

}
ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó S = {w : |w − 1| = 6},

ïðè ÷åìó âàæè ϕ(0) = 2 è ϕ(− 5i
2 ) = 7. Îäðåäèòè ϕ(−2i) è ϕ(T).

3. Íåêà jå n ∈ N è h(z) =
∏n

j=1(z − j) çà ñâå z ∈ C. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=n+1

h(z)
z dz è

∫
|z|=n+1

1
zh(z) dz.

4. Íåêà jå f : D → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è |f(z)| ≤ 1
1−|z| çà ñâå z ∈ D. Äîêàçàòè äà âàæè

∣∣f (n)(0)
∣∣ < e(n+ 1)! çà ñâå n ∈ N.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 27. ñåïòåìáàð 2020.

1. Îäðåäèòè max
|z|≤3

∣∣∣ z3

z4−84

∣∣∣.
2. Äàòî jå áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) = az+3i

z+d , ãäå ñó a, d ∈ C, êîjå êðóæíèöó K = {z : |z − 4| = 1} ïðåñëèêàâà íà

êðóæíèöó S =
{
w :

∣∣w − 5i
2

∣∣ = 1
2

}
, ïðè ÷åìó âàæè ϕ (−1) = −i. Îäðåäèòè ϕ(T), ãäå jå T = {z : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

3. Èçðà÷óíàòè
∫
T

dz

(z−2)
∏n

j=1(22
j−1z+1)

, ãäå jå n ∈ N.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè
∣∣f (

z2
)∣∣ ≤ 2 |f (z)| çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 13. ñåïòåìáàð 2020.

1. Îäðåäèòè max
z∈Ω

∣∣∣ ez2z ∣∣∣, ãäå jå Ω = {z ∈ C : 1 < |z| < 2}.

2. Äàòî jå áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å w = ϕ(z) = 6z+b
cz+2 , ãäå ñó b, c ∈ C, êîjå jåäèíè÷íó êðóæíèöó T = {z ∈ C : |z| = 1} ïðåñëèêàâà

íà êðóæíèöó K =
{
w ∈ C :

∣∣w + 16i
5

∣∣ = 9
5

}
, ïðè ÷åìó âàæè ϕ

(
i
5

)
= i

7 . Îäðåäèòè ϕ
(
D
(
0, 1

3

))
, ãäå jå D

(
0, 1

3

)
=

{
z ∈ C : |z| < 1

3

}
.

3. Èçðà÷óíàòè
∫
T

|dz|
|z−2|4 .

4. Íåêà jå f : D → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè
∫ 2π

0

∣∣f ′ (reiθ)∣∣ dθ ≤ M çà ñâå 0 < r < 1, ãäå jå M > 0. Äîêàçàòè äà

òàäà âàæè
∫ 1

0
|f(x)|dx ≤ |f(0)|+ M

2π .

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 30. àâãóñò 2020.

1.Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöóK = {z : |z − i| = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó S =
{
w :

∣∣w − 13
3

∣∣ = 2
3

}
,

ïðè ÷åìó âàæè ϕ(3i) = 7
2 è ϕ(0) = 5. Îäðåäèòè ϕ(T), ãäå jå T = {z : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

2. Èçðà÷óíàòè
∫
T

dz
(z−3)(11z−10)7(19z−4)10 .

3. Íåêà jå h = u+ iv öåëà ôóíêöèjà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, òàêâà äà âàæè u = u(x, y) = x6 − 15x4y2 + 15x2y4 − y6 + e−y cosx+ 3 çà
ñâå x, y ∈ R è h(0) = 4. Îäðåäèòè áðîj íóëà ôóíêöèjå h ó ãîð»îj ïîëóðàâíè H = {z ∈ C : Im z > 0}.

4. Äîêàçàòè äà íå ïîñòîjè ïîëèíîì p(z) ñòåïåíà m ∈ N, òàêàâ äà jå
∫
T

p(z)
(n+2)z−1 dz = 0 çà ñâå n = 0, 1, . . . ,m.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 23. jóí 2020.

1. Íåêà jå z ∈ C è
(
z + 1

z

) (
z + 1

z + 1
)
= 1. Èçðà÷óíàòè

(
z100 + 1

z100

) (
z100 + 1

z100 + 1
)
.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâó ℓ = {z : Im z = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó K =
{
w :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
, ïðè

÷åìó âàæè ϕ(i) = 2 è ϕ(0) = 7
3 . Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z : Im z > 0} ãîð»à ïîëóðàâàí.

3. Èçðà÷óíàòè
∫∞
0

cos x
(x2+1)4

dx.

4. Íåêà jå m ≥ 2 ïðèðîäàí áðîj. Îäðåäèòè ñâå öåëå ôóíêöèjå f : C → C, òàêâå äà âàæè f (zm) = f (z)
m
çà ñâå z ∈ C.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 4. ôåáðóàð 2020.

1. Íåêà jå f = u + iv öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè u − v = ex(cos y − sin y) + x − y + 1 è f(0) = 2. Èçðà÷óíàòè
∫
γ
f(z) dz,

ãäå jå γ ëèíèjñêè ñåãìåíò ñà ïî÷åòêîì ó òà÷êè −1 + i è êðàjåì ó òà÷êè 1− i.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ℓ = {z : Im z = 2} è p = {z : Im z = 3} ïðåñëèêàâà íà q = {w : Imw = −2} è
K =

{
w :

∣∣w + 7i
2

∣∣ = 3
2

}
, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(i) = i. Îäðåäèòè ϕ(V ), ãäå jå V = {z ∈ D : Im z > 0}.

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=1

z22

3z23−1 dz.

4. Íåêà jå a > 0 è f : C → C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè |f(z)| > a çà ñâå z ∈ T è |f(0)| < a. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f èìà áàð
jåäíó íóëó ó jåäèíè÷íîì äèñêó D.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 22. jàíóàð 2020.

1. Íåêà jå f = u + iv öåëà ôóíêöèjà, u = x6 − 15x4y2 + 15x2y4 − y6 + e−y cosx + 3 è f(0) = 4. Èçðà÷óíàòè
∫
γ
f(z) |dz|, ãäå

jå γ(t) = it2 çà ñâå t ∈ [0, 1].

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâå ℓ1 = {z : Im z = 0} è ℓ2 = {z : Im z = 5} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöå
K1 =

{
w :

∣∣w − 7
4

∣∣ = 3
4

}
è K2 = {w : |w + 2| = 3}, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T), ãäå jå T = {z : |z| = 1}.

3. Èçðà÷óíàòè

∫ 2π

0

(
ee

ix

+ ee
ix−ix

)
dx.

4. (à) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è aRe f(z)+b Im f(z) ≥ c çà ñâå z ∈ C, ãäå ñó a, b è c ðåàëíå êîíñòàíòå, ïðè ÷åìó âàæè (a, b) ̸= (0, 0).
Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

(á) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è ℓ ïðàâà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè, ïðè ÷åìó âàæè f(C)∩ℓ = ∅. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 11. ñåïòåìáàð 2019.

1. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, êîjå êðóæíèöó K = {z : |z + 2i| = 1} ïðåñëèêàâà íà ïðàâó ℓ = {w : Imw = −2},
ïðè ÷åìó âàæè ϕ(0) = i è ϕ(−i) = ∞. Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z : Im z > 0} ãîð»à ïîëóðàâàí.
2. Èçðà÷óíàòè (1 + ξ) ·

(
1 + ξ2

)
· . . . ·

(
1 + ξ100

)
è îäðåäèòè ñâå a ∈ R, òàêî äà âàæè

(
a+ 2ξ + ξ2

)3 ∈ R, ïðè ÷åìó jå ξ = e
2πi
3 .

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=2

eπz

z(z2+1)dz è
∫ 2π

0
cosnx

1+2a cos x+a2 dx, ãäå jå 0 < a < 1 è n ∈ N.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó jå
∫
|z|=1

f(z)

((n5+11)z−1)3
dz = 0 çà ñâå n ∈ N, f(−1) = −1 è f(0) = 1. Îäðåäèòè f(1).

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 23. jóí 2019.

1. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=2

ez−1
z2(z−1)dz è

∫
|z|= 3

2

z3

(z−2)(z−1−i)dz.

2.Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöóK = {z : |z − i| = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó S =
{
w :

∣∣w − 13
3

∣∣ = 2
3

}
,

ïðè ÷åìó âàæè ϕ(3i) = 7
2 è ϕ(0) = 5. Îäðåäèòè ϕ(H) è ϕ(V ), ãäå jå H = {z : Im z > 0} è V =

{
z : |z| < 1,

∣∣z + i
2

∣∣ > 1
2

}
.

3. Íåêà jå r > 0 è a ∈ C, ïðè ÷åìó âàæè |a| ≠ r. Èçðà÷óíàòè I(a, r) =
∫
|z|=r

1
a−zdz.

4. Äàòè ñó n ∈ N è c1, . . . , cn ∈ C. Äîêàçàòè äà ïîñòîjè x ∈ [0, 1], òàêî äà âàæè
∣∣∣1−∑n

j=1 cje
2πijx

∣∣∣ ≥ 1.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 9. ôåáðóàð 2019.

1. Íåêà jå f = u + iv öåëà ôóíêöèjà, ïðè ÷åìó âàæè u − v = ex(cos y − sin y) + 2xy + x2 − y2 è f(0) = 2 + i. Èçðà÷óíàòè∫
γ
f(z)dz, ãäå jå γ(t) = it çà ñâå t ∈ [0, π].

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöóK = {z : |z − i| = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó S =
{
w :

∣∣z − 13
3

∣∣ = 2
3

}
,

ïðè ÷åìó âàæè ϕ(3i) = 7
2 è ϕ(0) = 5. Îäðåäèòè ϕ(H) è ϕ(V ), ãäå jå H = {z : Im z > 0} è V =

{
z : |z| < 1,

∣∣z + i
2

∣∣ > 1
2

}
.

3. Äàòå ñó òà÷êå a, b è c êîjå ïðèïàäàjó jåäèíè÷íîj êðóæíèöè T = {z : |z| = 1}, ïðè ÷åìó âàæè a + b + c = 0. Äîêàçàòè äà òà÷êå
a, b è c ïðåäñòàâ§àjó òåìåíà jåäíàêîñòðàíè÷íîã òðîóãëà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè.

4. (à) Äîêàçàòè äà ñâå íóëå ïîëèíîìà p(z) = 12z12 − 4z9 + 2z6 − 4z3 + 1 ïðèïàäàjó jåäèíè÷íîì äèñêó D = {z : |z| < 1}.
(á) Èçðà÷óíàòè

∫
|z|=1

z11

12z12−4z9+2z6−4z3+1dz.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 26. jàíóàð 2019.

1. Îäðåäèòè öåëó ôóíêöèjó f = u+ iv, òàêâó äà jå u = ex(x cos y − y sin y)− 5x4y + 10x2y3 − y5 + xy è f(0) = i.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå êðóæíèöå K1 = {z ∈ C : |z − 4| = 1} è K2 = {z ∈ C : |z − 3| = 1} ïðåñëèêàâà
íà êðóæíèöå S1 =

{
w ∈ C :

∣∣w − 5i
2

∣∣ = 1
2

}
è S2 =

{
w ∈ C :

∣∣w − 11i
3

∣∣ = 4
3

}
, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(−1) = −i. Îäðåäèòè ϕ(T),

ãäå jå T = {z ∈ C : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.
3. Èçðà÷óíàòè

∫
|z−1|=

√
3

z
(z2−1)2(z2+1)

dz è
∫
|z|=3

1
(z−7)(z23−1)dz.

4. (à) Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà è f∗(z) = f (z) çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f∗ öåëà ôóíêöèjà.
(á) Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà è f(R) ⊂ T. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f íåìà íóëà ó êîìïëåêñíîj ðàâíè C.
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Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó 14. ñåïòåìáàð 2018.

I äåî (Êîëîêâèjóì)

1. Èçðà÷óíàòè min
z∈C\R

Im z5

Im5 z
è îäðåäèòè êàäà ñå ìèíèìóì äîñòèæå.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâå l1 = {z : Im z = 0} è l2 = {z : Im z = 5} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöå
k1 = {w : |w − 7

4 | =
3
4} è k2 = {w : |w + 2| = 3}, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T) àêî jå T = {z : |z| = 1}.

II äåî (Ïèñìåíè èñïèò)

3. Èçðà÷óíàòè max
z∈K

|z2 − 2z|, ãäå jå K = {z = x+ iy ∈ C : x, y ∈ [0, 1]}.

4. Èçðà÷óíàòè I =
∫∞
0

cosnx
x4+1 dx, ãäå jå n ∈ N è äîêàçàòè äà jå 2e

n√
2 I ≤ π.

5. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà âàæè f(0) = 1, f ′(0) = 2 è íåêà jå α ∈ C. Èçðà÷óíàòè
∫
T(Re z + α) f(z)z dz, ãäå jå

T = {z ∈ C : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó 22. jóí 2018.

I äåî (Êîëîêâèjóì)

1. Íåêà jå n ∈ N, ξ = ei
2π

2n+1 è z = 1
2 + ξ + · · ·+ ξn. Äîêàçàòè äà jå (2z + 1)2n+1 + (2z − 1)2n+1 = 0.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, çà êîjå âàæè ϕ(i) = 2, ϕ(0) = 7
3 è êîjå ïðàâó ℓ = {z ∈ C : Im z = 1} ïðåñëèêàâà íà

êðóæíèöó k =
{
w ∈ C :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
. Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z ∈ C : Im z > 0} ãîð»à ïîëóðàâàí.

II äåî (Ïèñìåíè èñïèò)

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=2

ez−1
z2(z−1)dz è

∫
|z|=1

dz
(z−2)(2z+1)2(3z−1)3 .

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà è lim
z→∞

f(z) = ∞. Äîêàçàòè äà ôóíêöèjà f èìà áàð jåäíó íóëó ó C.
5. Íåêà jå f : C → C ïîëèíîì è a ∈ C. Äîêàçàòè äà ñêóï S = {a, f(a), f(f(a)), . . . } íèjå ãóñò ó C.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó 13. ôåáðóàð 2018.

I äåî (Êîëîêâèjóì)
1. Íåêà jå z ∈ C è 11z10 + 10iz9 + 10iz = 11. Äîêàçàòè äà jå |z| = 1.
2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, çà êîjå âàæè ϕ(i) = 2, ϕ(0) = 7

3 è êîjå ïðàâó ℓ = {z ∈ C : Im z = 1} ïðåñëèêàâà íà
êðóæíèöó k =

{
w ∈ C :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
. Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z ∈ C : Im z > 0} ãîð»à ïîëóðàâàí.

II äåî (Ïèñìåíè èñïèò)
3. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå |f(z)| ≤ c|z|λ + d çà ñâå z ∈ C, ãäå ñó λ, c è d ïîçèòèâíå êîíñòàíòå. Äîêàçàòè äà
jå f ïîëèíîì ñòåïåíà íå âå£åã îä λ.
4. Èçðà÷óíàòè I =

∫∞
0

cosnx
x4+1 dx, ãäå jå n ∈ N è äîêàçàòè äà jå 2e

n√
2 I ≤ π.

5. Íåêà jå n ∈ N è c0, c1, . . . , cn−1 ∈ C. Äîêàçàòè äà ñâå íóëå ïîëèíîìà p(z) = zn + cn−1z
n−1 + · · ·+ c1z + c0 ïðèïàäàjó îòâîðåíîì

äèñêó ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0, ïîëóïðå÷íèêà R =
√
1 + |cn−1|2 + · · ·+ |c1|2 + |c0|2.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó 27. jàíóàð 2018.

I äåî (Êîëîêâèjóì)

1. Íåêà jå ξ = ei
2π
n , ãäå jå n ⩾ 2 ïðèðîäàí áðîj è |z − ξk| ⩽ 1 çà ñâå k = 0, 1, . . . , n− 1. Äîêàçàòè äà jå z = 0.

2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâå l1 = {z : Im z = 0} è l2 = {z : Im z = 5} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöå
k1 = {w : |w − 7

4 | =
3
4} è k2 = {w : |w + 2| = 3}, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T) àêî jå T = {z : |z| = 1}.

DV

0 2

B

C

II äåî (Ïèñìåíè èñïèò)
3. Èñåöà»åì äâà çàòâîðåíà äèñêà B è C ïîëóïðå÷íèêà 1 è 1

2 , ñà öåíòðèìà ó òà÷êàìà 0 è 2, òèì ðåäîì, èç
îòâîðåíîã äèñêà D ïîëóïðå÷íèêà 3 ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0, äîáèjåíà jå îáëàñò V (âèäåòè ñëèêó). Îäðåäèòè áðîj
íóëà ïîëèíîìà p(z) = 15z5 + 2z3 + z2 + 20z + 1 ó îáëàñòè V .

4. Èçðà÷óíàòè
∫∞
0

x4m

x4n+4dx, ãäå ñó n > m ⩾ 1 ïðèðîäíè áðîjåâè.

5. Íåêà jå ôóíêöèjà f õîëîìîðôíà ó äèñêó D = {z : |z| < 1} è íåïðåêèäíà ó D, ïðè ÷åìó âàæè f = 1 íà ëóêó
ℓ = {eiθ : 0 ⩽ θ ⩽ 2π

n } jåäèíè÷íå êðóæíèöå T = {z : |z| = 1}, ãäå jå n ïðèðîäàí áðîj. Äîêàçàòè äà jå f = 1 ó D.
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Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 15. ñåïòåìáàð 2017.

1. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=2

ez−1
z2(z−1)dz è

∫ 2π

0
cosnx

(cos x+a)2 dx, ãäå jå a > 1 è n ∈ N.
2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå jåäèíè÷íó êðóæíèöó T = {z ∈ C : |z| = 1} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó
k = {w ∈ C :

∣∣w + 16i
5

∣∣ = 9
5} è çà êîjå âàæè ϕ(i) = −5i, ϕ(0) = − i

2 . Äîêàçàòè äà jå |ϕ(z)| ⩽ 1 àêî è ñàìî àêî jå |z| ⩽ 1
3 .

3. Ó çàâèñíîñòè îä r > 0, îäðåäèòè max
|z|⩽r

∣∣ez2−iz
∣∣.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà è
∫
T

f(z)
((n+1)z−1)2 dz = 0 çà ñâå n ∈ N, ïðè ÷åìó jå T = {z ∈ C : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 23. jóí 2017.

1. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, çà êîjå âàæè ϕ(i) = 2, ϕ(0) = 7
3 è êîjå ïðàâó ℓ = {z ∈ C : Im z = 1} ïðåñëèêàâà íà

êðóæíèöó k =
{
w ∈ C :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
. Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z ∈ C : Im z > 0} ãîð»à ïîëóðàâàí.

2. Èçðà÷óíàòè
∫∞
0

cos x
(x2+4)3 dx.

3. Îäðåäèòè max
z∈D

∣∣ez3 ∣∣, ãäå jå D = {z ∈ C : |z| < 1} jåäèíè÷íè äèñê.

4. Íåêà jå f : C → C öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà âàæè f(0) = 1, f ′(0) = 2 è íåêà jå α ∈ C. Èçðà÷óíàòè
∫
T(Re z + α) f(z)z dz, ãäå jå

T = {z ∈ C : |z| = 1} jåäèíè÷íà êðóæíèöà.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 11. ôåáðóàð 2017.

0

C0

1

C1

-1

C-1

DV

Ñëèêà óç çàäàòàê 3.

1. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, êîjå êðóæíèöó k = {z ∈ C : |z + 2i| = 1} ïðåñëèêàâà íà ïðàâó
l = {w ∈ C : Imw = −2}, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(0) = i è ϕ(−i) = ∞. Îäðåäèòè ϕ(H), ãäå jå H = {z ∈ C : Im z > 0}
ãîð»à ïîëóðàâàí.
2. Èçðà÷óíàòè

∫∞
−∞

cosnx
x2+x+1dx, ãäå jå n ∈ N.

3. Èñåöà»åì òðè çàòâîðåíà äèñêà C−1, C0 è C1 ïîëóïðå÷íèêà
1
3 ñà öåíòðèìà ó òà÷êàìà −1, 0 è 1, òèì ðåäîì,

èç îòâîðåíîã äèñêà D ïîëóïðå÷íèêà 4 ñà öåíòðîì ó òà÷êè 0, äîáèjåíà jå îáëàñò V (âèäåòè ñëèêó). Îäðåäèòè
áðîj íóëà ïîëèíîìà p(z) = (z + 1)7 + 330z + 400 ó îáëàñòè V .
4. Íåêà jå f : D → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è |f(z)| ⩽ c

(1−|z|)n çà ñâå z ∈ D, ãäå jå n ∈ N è c > 0. Äîêàçàòè äà

âàæè |f ′(z)| ⩽ 2n+1c
(1−|z|)n+1 çà ñâå z ∈ D.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 28. jàíóàð 2017.

1. Íåêà jå h = u + iv öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå u = x6 − 15x4y2 + 15x2y4 − y6 + e−y cosx + 3 è h(0) = 4. Îäðåäèòè áðîj
íóëà ôóíêöèjå h ó ãîð»îj ïîëóðàâíè H = {z : Im z > 0}.
2. Èçðà÷óíàòè

∫
|z|=1

(z+2)2

z2(2z−1)dz è
∫ π

0
cos 4x

1+cos2 xdx.

3. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâó l = {z : Re z = 2} ïðåñëèêàâà íà êðóæíèöó k =
{
w :

∣∣w − 3
2

∣∣ = 1
2

}
è

ïðàâó p = {z : Re z = 1} ïðåñëèêàâà íà ñàìó ñåáå, ïðè ÷åìó jå ϕ
(
4
3

)
= 4. Îäðåäèòè ϕ(V ), ãäå jå V =

{
z : |z| < 1, 0 < arg z < π

3

}
.

4. Íåêà ñó a1, . . . , an ∈ C ñâå íóëå öåëå ôóíêöèjå f , ïðè ÷åìó ïîñòîjå ðåàëíè áðîjåâè R > 0 è b > 1, òàêâè äà âàæè |f(z)| ⩾ |z|b çà
ñâå |z| ⩾ R. Äîêàçàòè äà jå

n∑
j=1

Res
(

1
f , aj

)
= 0.
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Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 10. ñåïòåìáàð 2016.

1. Îäðåäèòè öåëó ôóíêöèjó f = u+ iv, àêî jå u = ey(x sinx− y cosx) + 2x3y − 2xy3 − 3xy2 + x3 + x2 − y2 è f(0) = i.
2. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å êîjå ïðàâå l1 = {z ∈ C : Im z = 0} è l2 = {z ∈ C : Im z = 5} ïðåñëèêàâà íà
êðóæíèöå k1 = {w ∈ C : |w − 7

4 | =
3
4} è k2 = {w ∈ C : |w + 2| = 3}, òèì ðåäîì, ïðè ÷åìó âàæè ϕ(2i) = 4. Îäðåäèòè ϕ(T) àêî jå

T = {z ∈ C : |z| = 1}.
3. (à) Èçðà÷óíàòè

∫
γ
(z2 − z)dz, àêî jå γ(t) = eit, t ∈ [0, 1].

(á) Äîêàçàòè äà âàæè
∣∣∣∫γ ez

z dz
∣∣∣ ⩽ πe, àêî jå γ(t) = eit, t ∈ [0, π].

(â) Äîêàçàòè äà jå
∫ 2π

0
(2 cosx)2ndx = 2π

(
2n
n

)
çà ñâå n ∈ N.

4. Íåêà jå p(z) =
∑n

j=0 ajz
j ïîëèíîì ñòåïåíà n ⩾ 1, ÷èjå ñâå íóëå ïðèïàäàjó jåäèíè÷íîì äèñêó D = {z ∈ C : |z| < 1} è íåêà jå

p∗(z) = znp(z−1), ãäå jå p(z) =
∑n

j=0 ajz
j . Äîêàçàòè äà ñâà ðåøå»à jåäíà÷èíå p(z) + p∗(z) = 0 ïðèïàäàjó jåäèíè÷íîj êðóæíèöè

T = {z ∈ C : |z| = 1}.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) Jóí 2016.

1. (à) Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, ϕ(0) = 1, ϕ(i) = ∞ è ϕ(∞) = 2. Îäðåäèòè ϕ(D) àêî jå D = {z ∈ C : |z| < 1}.
(á) Íåêà ñó z1, z2, z3 è z4 ðåøå»à jåäíà÷èíå ϕ(z)4 = 1. Èçðà÷óíàòè (z21 + 1)(z22 + 1)(z23 + 1)(z24 + 1).

2. (à) Îäðåäèòè öåëó ôóíêöèjó h = u+ iv, àêî jå u = ey(x cosx+ y sinx) + x4 − 6x2y2 + y4 + 1 è h(0) = 1.
(á) Îäðåäèòè áðîj íóëà ôóíêöèjå h ó äî»îj ïîëóðàâíè H− = {z ∈ C : Im z < 0}.

3. Èçðà÷óíàòè
∫
|z|=1

dz
(z−2)(2z+1)2(3z−1)3 è

∫ 2π

0
dx

(a+cos x)2 , a > 1.

4. Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, l0 = {z ∈ C : Im z = 0} è l1 = {z ∈ C : Im z = 1}, ïðè ÷åìó âàæè f(l0 ∪ l1) ⊂ l0. Äîêàçàòè äà jå
f(z + 2i) = f(z) çà ñâå z ∈ C.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 20. ôåáðóàð 2016.

1. Îäðåäèòè ñâà áèëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à w = ϕ(z), òàêâà äà jå ϕ(D1) = D2, ãäå jå D1 = {|z| < r1} è D2 = {|z| < r2}.
2. (a) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è Re f(z) ⩽ 1 çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

(á) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è Im f(z) ⩽ 1 çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
3. (à) Èçðà÷óíàòè

∫∞
0

dx

(x2+a2)(x2+b2)
àêî a, b ∈ Π = {Re z > 0}.

(á) Íåêà a1, . . . , an ∈ Π è c1, . . . , cn ∈ C. Äîêàçàòè äà jå
∑n

j,k=1
cjck

aj+ak
⩾ 0.

4. Ñêóï M ⊂ C èìà n åëåìåíàòà è çà ñâàêà äâà åëåìåíòà z, w ∈ M , âàæè z
w ∈ M . Äîêàçàòè äà jå M ñêóï n-òèõ êîðåíà jåäèíèöå.

Óâîä ó êîìïëåêñíó àíàëèçó (Ïèñìåíè èñïèò) 5. ôåáðóàð 2016.

1. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, ϕ(i) = i, ϕ(3i) = −5i è ϕ(5i) = −3i. Îäðåäèòè ϕ(V ) àêî jå V = {|z| < 1, Im z > 0}.
2. (à) Äîêàçàòè äà jå

(
n
k

)
= 1

2πi

∫
γ

(z+1)n

zk+1 dz çà ñâå 0 ⩽ k ⩽ n, ãäå jå n, k ∈ N0 è γ : |z| = 1
2 .

(á) Èçðà÷óíàòè
∑∞

n=0

(
3n
n

)
1
8n .

3. (à) Îäðåäèòè áðîj íóëà ïîëèíîìà p(z) = 3z9 + 8z6 + z5 + 2z3 + 1 ó ïðñòåíó A = {1 < |z| < 2}.
(á) Îäðåäèòè áðîj íóëà ïîëèíîìà p(z) = z4 + z3 + 1 ó ïðâîì êâàäðàíòó K = {Re z > 0, Im z > 0}.
(â) Îäðåäèòè áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå (z − 1)n = ae−z ó äåñíîj ïîëóðàâíè Π = {Re z > 0} àêî jå 0 < |a| < 1 è n ∈ N.

4. Íåêà jå f : D → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è |f(z1) − f(z2)| ⩽ m|z1 − z2|α çà ñâå z1, z2 ∈ D, ïðè ÷åìó jå m ∈ N è 0 < α ⩽ 1.

Äîêàçàòè äà jå |f ′(z)| ⩽ m
(

1−|z|
2

)α−1

çà ñâå z ∈ D.
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ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 3. ñåïòåìáàð 2015.

1. Íåêà jå ôóíêöèjà u = 2x3y + axy3 + x2 + by2, a, b ∈ R ðåàëíè äåî öåëå ôóíêöèjå f .
(à) Îäðåäèòè êîíñòàíòå a è b.
(á) Îäðåäèòè ôóíêöèjó f(z), àêî jå f(0) = i.
2. (à) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è |f(z)− i| ⩽ 1 çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
(á) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è |f(z)− i| ⩾ 1 çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.
(â) Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà è |Re f(z) · Im f(z)− i| ⩽ 1 çà ñâå z ∈ C. Äîêàçàòè äà jå f êîíñòàíòíà ôóíêöèjà.

3. Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, f(0) = 3 è f ′(0) = 1. Èçðà÷óíàòè
∫ 2π

0
f
(
eix

)
cos2 x

2dx.
4. (à) Íåêà ñó a, b ∈ C äâå ðàçëè÷èòå ôèêñíå òà÷êå áèëèíåàðíîã ïðåñëèêàâà»à ϕ(z). Äîêàçàòè äà ïîñòîjè êîíñòàíòà c ∈ C, òàêâà
äà jå ϕ(z)−a

ϕ(z)−b = c z−a
z−b çà ñâå z ∈ C.

(á) Îäðåäèòè ϕn(z) = (ϕ ◦ ... ◦ ϕ︸ ︷︷ ︸
n

)(z), n ∈ N, àêî jå ϕ(z) = 1−3z
z−3 .

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 10. jóí 2015.

1. Íåêà jå ξ = e
2πi
3 .

(à) Èçðà÷óíàòè (1 + ξ) ·
(
1 + ξ2

)
· . . . ·

(
1 + ξ100

)
.

(á) Îäðåäèòè a ∈ R òàêî äà jå
(
a+ 2ξ + ξ2

)3
ðåàëàí áðîj.

2. Îäðåäèòè áðîj íóëà ôóíêöèjå h(z) = z + e−z − 10 ó äåñíîj ïîëóðàâíè Π = {Re z > 0}.
3. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàëå

∫
|z−1|=

√
3

zdz
(z2−1)2(z2+1)

è
∫ 2π

0
dx

(1+2a cos x+a2)2
, 0 < a < 1.

4. Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, òàêâî äà âàæè ϕ(i) = 7, ϕ(3i) = 4 è ϕ(0) ∈ {1, 2, . . . , n} çà íåêî n ∈ N, ïðè ÷åìó jå
àðèòìåòè÷êà ñðåäèíà åëåìåíàòà ñêóïà {1, 2, . . . , n} \ {ϕ(0)} jåäíàêà 26.26. Êîëèêî jå ϕ(2i)?

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 11. ôåáðóàð 2015.

1. (à) Äà ëè ïîñòîjè öåëà ôóíêöèjà f , òàêâà äà jå f
(
1
n

)
= f

(
− 1

n

)
= 1

n5 çà ñâå n ∈ N?
(á) Äà ëè ïîñòîjè öåëà ôóíêöèjà f , òàêâà äà jå f

(
1
n

)
= f

(
− 1

n

)
= 1

n6 çà ñâå n ∈ N?
(â) Äà ëè ïîñòîjè öåëà ôóíêöèjà f , òàêâà äà jå f

(
1
n

)
= n

2+n çà ñâå n ∈ N?
(ã) Îäðåäèòè ñâå öåëå ôóíêöèjå f , òàêâå äà jå n2f3

(
1
n

)
+ f

(
1
n

)
= 0 çà ñâå n ∈ N.

2. Íåêà jå f : D → C õîëîìîðôíà ôóíêöèjà è |f(z)| ⩽ 1
1−|z|10 çà ñâå z ∈ D. Äîêàçàòè äà jå |f ′(0)|10 ⩽ 1111

1010 .

3. Èçðà÷óíàòè èíòåãðàëå
∫
|z|=1

ez

z(2z+1)2
dz è

∫ 2π

0
1−cosnx
2−cos x dx, n ∈ N.

4. Íåêà jå f öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà çà ñâàêî c ∈ C ïîñòîjè mc ∈ N, òàêî äà jå f (mc)(c) = 0. Äîêàçàòè äà jå f ïîëèíîì.

ÓÊÀ, ÊÔ (Ïèñìåíè èñïèò) 22. jàíóàð 2015.

1. (à) Îäðåäèòè ñâà áèëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à w = ϕ(z), òàêâà äà jå ϕ (H) = H, ãäå jå H = {Im z > 0}.
(á) Íåêà jå w = ϕ(z) áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å, òàêâî äà jå ϕ (H) = H, ϕ ̸= id è ϕ ◦ ϕ = id. Äîêàçàòè äà ϕ èìà jåäèíñòâåíó ôèêñíó
òà÷êó ó H.
2. (à) Îäðåäèòè áðîj íóëà ïîëèíîìà p(z) = 3z9 + 8z6 + z5 + 2z3 + 1 ó ïðñòåíó A = {1 < |z| < 2} è äèñêó D

(
0, 1

3

)
.

(á) Îäðåäèòè áðîj ðåøå»à jåäíà÷èíå z7 + ez = 0 ó ïîëóäèñêó V = {|z| < 2, Im z > 0}.
3. Èçðà÷óíàòè

∫∞
0

cos x
(x2+1)3

dx.

4. Ïðàâèëàí n-òîóãàî ñà ñòðàíèöàìà Sj , 1 ⩽ j ⩽ n ñìåøòåí jå ó êîìïëåêñíó ðàâàí, òàêî äà jå »åãîâ öåíòàð ó òà÷êè 0. Íåêà jå f
öåëà ôóíêöèjà, òàêâà äà jå |f | ⩽ j íà Sj çà ñâå 1 ⩽ j ⩽ n. Äîêàçàòè äà jå |f(0)|n ⩽ n!.


