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IIpearosop

Osa ckpunTa HacTasa je! Kao pesysrar Mor JprKara BexkOn n3 YBoJa y TeopHjy y3opaka Ha MaTeMaTHaKoM
dakynrery Yuusepsurera y Beorpajy. Huje 3amurbeno ja oBu matepujasu Oy/1y CBEOOYXBATHU 38 OCHOBE
Teopuje y3opaka, Beh mpejcraB/bajy camMo IPAKTHIHE J1€0 KOJU IIPATH TEOPHUjCKY OCHOBY Ca IIpeiaBama. 10
3Ha4YM Ja he HEKH [TOjMOBU 1a Oy/ly IOIpa3yMeBaHu, a HUX0BA Pa3jalliberba MOry ce Haly y JUTepaTypu 3a
npenaBama. O3Hake cy popMupaHe Tako ja Ipare IpeiaBama Joil. Jap Jlenke [iaBai, Koja je mpejameTHu
npodecop Ha Kypcy y TPEHYTKY MHCaba OBUX PEJIOBA.

OcHoBa ckpurire jecy marepujaiu koseruauie Hahe O6penosuli, Koja je oBaj Kypc ap2KaJja FOIuHY JaHa Ipe
mene. OBOM TIPHJIMKOM joj ce 3axBasbyjeM. XBaJia u kKojeruauiy Mupjanun BespoBuh, Ha OCHOBY YHjuX MaTepu-
jasa cy macrasm Hahuau marepujamu. 3axBasbyjeM ce u IpeIMETHO] IPOMECOPKH Ha KOPUCHUM CyTecTHjaMa,
Kao u jou. n1p Musnany JosanoBuhy Kot Kora cam mosiarao Teopwujy y3opaxa.

Mouno bux cBakor Ko HaKOH MeHe OyJ1e IprKao 0Baj Kypc J1a Mu nuire Ha Meji danijel.aleksic980gmail. com
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AKO y TpeHyTKYy UNTarba OBHX PEIOBA U JAbe APKUM OBaj KyPC, MOJIAM JIa MU C€ 38 CBE TPEIIKE Y CKPUITH
obparu Ha danijel_aleksic@matf.bg.ac.rs.

Y Beorpany,
Jbera I'ociogmer 2022,
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Bex0e 1

Teopuja y3opaka: OCHOBHU I10jMOBHU

1.1 HeonxoaHno npeasHame

IHEM IIpE 9uTarba JaJbEer TEKCTa.

HATTOMEHA. Huje HeonxomHO, aau je BUIIE HETO IMPENOPYyY/bUBO, ONTH YIO3HAT Ca MPBUM IPEIaBa-

2Ke TIpuie Jia ce JIECUJIa jeHa OJ TPU CTBAPHU:
1. IloMenyTu capaJHUK 3aMCTa je OJIPAJIN0 CBOj TIOCA0 U JOCTABUO HEOIXOIHE IMOJATKE.

na nHehe Oury ,,ipoBasben’.

nobusu cy 1Q Tecr. Muoru cy Haumnum BUIIIE IIyTa.

sus), jep je n3Mepuo BPeIHOCT 00esiexkja Ha CBAKOj JeJIMHKH U3 TIOIyJIAIHje.

“CBaka CJIMIHOCT Ca PEAJIHUM JINKOBHMA je CIIydajHa.

ITPUMEP 1.1 (u3munuben!(crBapuo)). Ilpuua ce ma je rpylu ICUXoJIora 3a UCTPaXKUBame GUO
HEOITXOJaH TPOCEeYaH KOeUIMjeHT WHTEJIUreHIje cTyaeHara na MaremaruakoMm dakynarery y beo-
rpagy. ¥ Ty CBpXy Ha IOMeHyTOM (aKyJTeTy ILIATUIM Cy capaiHuKy y Hactasu ca 50% pasHor
BpeMena’ ma cBakoM ctyneaTy MAT®a na Tect uHTEUreHIHje U T0CTaBu Jobujene pedyiarare. Kpy-

2. MpseJio ra je ma ankerupa barmr cBakor cryzaenta, Beh je Ha caydajan Hauna omabpao 100, muma
J1a0 TecT U u3Mepuo 1Q, Te BUXOB IMPOCEK MPEICTABIO Ka0 MPOCEK HA MEJIoM haKyITeTy, y HaTn

3. U Taj nocao 6uo my je upesuie. Ceeo je Ha xomuuky, u npsux 100 cTymeHaTa KOju Cy HAUIILIH

VY oBoj curyanuju ckyn cBux crygenatra MAT®a 3panm 6ucmo momymanuja. Koedurmjenr nnresin-
TeHIyje 3BaJim 6ucMo obeJsierKje Ha IOy Iallij , a IheroB MPOCEK Ha T1eJI0] TOMYJIAINj jecTe TIpUMep
jemHOr mapaMerpa nomyJsanuje. Y ciaydajy 1. Kazkemo Ja je capaJIHuK M3BPIINO MOIMUC (€HT. cen-

VY ciyuajeBuma 2. u 3. BpeIHOCT oDesiexk]ja HUje MEpeHa Ha, Oalll CBUM jequHKaMa, Bel caMoO Ha HEKUM.
Taza KaxkeMo Jia je BPINEHO U3BJIAYEHE Y30DPKa, Tj. y30pKoBarbe (enr. sampling). Y ciyudajy 2.
Y30PKOBaJIO ce 6e3 IoHaB/baba (CBe jeIMHKe y Y30PKY Cy DA3JIMIUTe), & Y CJAYUajy 3. Ca IIOHAB/LAHEM.

Cama hemo maso dpopmanuzoBaTu rope pedeno. Heka mMamMo HEKM CKyN jeIMHKH KOj€ IMOCMATPAaMO, & KOjU
hemo osuauuru ca Q = {wy,...,wy}. OBaj ckyu 30Be ce momyJiamuja. Y IPETXOJAHOM IPUMEDY BUIEIU CMO
JIa TIoTIy/IaIija He Mopa 6uTtu ckyt 6pojeBa, Beh je To mpocTo HEKM CKYTI, KOJT HAC KOHavdaH. Mu Ha momy ramjun
JKEJIMMO JIa MEPUMO BPEIHOCT HEKOr obejiexkja, Te obesiexkje (popmasiHo 1edUHHUIIEMO KA0 HEKY (DyHKIU]Y
Y : Q — R, koja cBaKoj jeMHKY MOIYJIAIK]e JI0/Ie/byje HEKU peasial Obpoj - BpeIHOCT 00ejiexKja Ha TOj JeINHKU.

Oryna nobujamo ckym {yy, ...,y | KOju IPEACTaB/ba CKYIl BPEIHOCTH OOEJIEXKja HA CBUM jeJIUHKAMA.
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IIpernocraB/bamo Ja cy cBe jenuHKe mopehaHe y KOHaYaH HU3, TO JeCT Ja ce 3Ha KOja je MpBa, Apyra,
rTpeha ura. jenmeka. Tama je y, BpemHocT obeiexja Ha k-TOj jemmHkHU. Buime o ToMe Kako U 3aIlTo
MOZKEMO TO Ida IIPETIIOCTaBUMO - Ha IIpeJaBambuMa.

YV mperxoaHOM IIPUMEpPY MEPUJIM CMO IIPOCEeK obesierkja Ha moImyaanuju. 10 je caMo jemaH of Moryhux mapa-
MeTapa Ha IollyJlanuju. YOIllTe, mapamMerap noiynaiuje jecre csaka dyukuuja R 3 60 = f(yq,...,y,).

IIapamerapa momysamuje y Hadesy nMa OECKOHAYHO MHOTO, ajil OBO Cy HEKU OJ HajKOPHUINNEeHUjuX:

e ITonynanujcka cpemuna:
1
my =m= — E .
Y N 2o Yk

e Ilonynamujcku ToTast:
N
k=1

e ITonynanujcka nucnepsuja:

1
oy =0 = —— Z(yk —my)*.

N
N—-1&~

Ob6partu nmaxxmy: 3amro ce meau ca N — 1, Kajga je cMucieHo 1a ce jenu ca N7

e CraHgapaHO OJICTyHarbe:
Oy =0 = \/a%.

Orky;r morpeba 3a CTaHIAPHUM OJICTYIAIHEM, KaJla je OHO jeJIHO3HAYHO oznpeheHo jaucrepsu-
jom? XuaT: AKO 0besexKje MEpUMO ¥y METPUMA, Y KOjUM jeIMHUIIAMA je AUCIEp3uja, a y KOjuM
CTAHIAPIHO OACTYIAeT

W3 mHormx paasora, Koju cy JeraspHuje oOpahenu Ha mpejaBamuMa, BeOMa 4ecTo Huje Moryhe mspadyHaTn
BPE/IHOCT HapaMerpa Ha CBUM jeauHkama momysanuje. Ctora ce obuvdHO OGupa HEKM IOJCKYI IIOIyJIalyje,
Te ce Ha BEMy padyHa mapamerap. 1aj mporec omabupa 30Be ce y3opKoBame. Mu hemo ce oBme GaBuTu
BEPOBATHOCHUM Y30DKOBarheM, IIITO 3HAYM J1a CBAKW y30paK MMa HEKy BepoBaTHONy Jja Oyie m3abpaH, a
Y30PKOBaIbe Ce BPIIK y CKJIAJy Ca PaCIouesoM BepoBaTHONA Koja je medwHucaHa Ha CKyIy CBUX MoOryhmx
y3opaka Ha nomyianuju (0baBesno BujeTH npenasamalll).

Osnaunmo ca S CKyIl HHJIEKCA OHUX JeJIMHKY KOje cy ,yuaje’ 'y y3opak, a ca n(S) 6poj eremenara Tor y30pka.
Kako nam je y maTEpecy na mro 60/pe MPOIEHNMO IapaMeTap Ha OCHOBY y30pKa, MU NeMO 3a TO KOPUCTHUTH
OIleHy, KOja 3ampaBo HUje HUIITa JPYTO JO HeKa (DyHKIHMja Koja 3a apryMeHTe UMa CaMO eJIeMEHTe y30DKa.
Ako cMo nmapamMerap O3HaYMJIM Ca f, Ipakca je jga My OIeHy O3HAaYuMO ca 6.

CraTuctuka je caka® peayna dynkmnuja y3opka. CTaTucTika Koja OIemyje mapamMeTap 30Be ce OIleHa.
Kopuctrhemo oba Tepmuna 6e3 omacHoCTH 071 3a0yHE.

“UNuage mopa 6utn T3B. BopesioBa, ajin 3a KOHAYHY IOILYJIAIU]Y je HEOUTHO.

Tope cmo maBesn Hajkopumiheruje mapaMerpe, a cama hemMo HaBeCcTH BHUXOBE Hajdenihe KopuitheHe OIeHe:
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e Y30padka cpeama BPeIHOCT:

e Y30payKu TOTAJ:

e Y3opauka Auciiep3uja:

OgBze je mecTo 3a jor jeany mHanomeny. Moryio 6u ce mOrperHo 3aK/by YUTH 1A je BEPOBATHOCHU MOIEJT
y KOM€ PaJMO OHaj y KOMe je MPOCTOp MCXOa jeqHAK CKYIY jeINHKH, a J1a je CTATUCTUKA (PYHKITHja
KOja C/IMKa CKYTI jeuHKHN y peasine opojese. To Huje.

Hewma nHumra cirydajuo y BpeaHocTu obesiexkja Ha 6mio K0joj oz jeauaku. OHo je pukcan 6poj, Makap
My 1 He 3HaJM Koauko je. Ciydajan je m3060p y3opka. Jlakite, mpocTop ncxoma je 3ampaBo mIpocTop
CBHUX y30paka Ha IOIyJIalldju, a OIleHa je dYHKIMja Koja y3Me y30pak u BpaTu peasnan 6poj. OBo
je MaJKule Apyraduju IPUCTyIl of oHor ca Kypca Crarucruka, ma ce caBeryje oupe3 (3ampaso Huje
JIpyraduju, aju je JOBOJBHO crienuduyaH Jia 3acilyKyje HALIOMEHY ).

Penumo, ako je Ha k-TOM y30pKy BpemHOCT oleHe §;, a BepoBaTHOha m300pa TOr Y30PKa jeTHAKA Dy,
ovekuBame orene je Y p.0,. O BepoarHohama u3bopa Gulie Buille peun y HACTABKY Kypca.

Hapasno, Mu cpeiby BpeIHOCT MOXKEMO OIIEHUTH HYJIOM, YBeK. U To Ou ce 3BaJI0 OreHa, aju jako 6eCMUCTICHA.
Mu xkesiumo j1a Hale oreHe Oy/y CMHUCJIEHE, T€ UM Ha HEKHM HAYMH MOPaMO MEPUTH KBaJIUTET.

Ouena é napamerpa 6 je HEMPUCTPACHA YKOJIUKO je EfO = 0. ITpucrpacuocrt ouene jedunuie ce
kao B(0) = E6 — 0.

CpeampekBagpaTHa rpemika orene jgedUHUIIE ce Kao MSEf} = E(é — 0)%. Kasia mopesumo Jise
orleHe, 6OJbA je OHA KOja MMa Mamby CPeIHeKBaJIPaTHY TPEIIKY.

CpempekBaIpaTHa TPEINKa U JUCIeP3Kja y OIIITEM CJIydajy HUCY UCTe. 3a jeJHy KJIACy OIEeHa, IaK,
jecy. 3a kojy?

1.1.1 IIpocrt cayuajau y3opak (IICVY)

V3opKoBame (U3BIadee y30pKa) ce MOKe BPIIUTH HA MHOTO HAYMHA. Y 3aBUCHOCTH OJf TOTA HA KOJU HAYWH Ce
BPIIH, PA3JIUKYjEMO PA3JINYNATE TUIIOBE Y30PKOBamba. JEIaH Ol OCHOBHUX jeCcTe W IIPOCT CJIyYajaH y30pak.
Peu npoct motuye on unmenurie ma je BepoBaTHONA M300pa CBAKOT O y30paKa UCTa. ¥y 3aBUCHOCTHU O] TOTA
Jla Jiu y y30pKy Moxke Ouru noHassbarba (jesuHku, He BpeanocTu obesexjal) pasiukyjemo apa tuna [ICY:

1. TICY 6e3 nonaBspama. Heka je n yHarpes 3agar o6uM y3opka. 11os y30pKoM mojpa3yMeBa ce CBaku
ITOJICKYTI TIOIyJIAIje KOju UMa, 1 ejieMeHaTa. TakBUX y30paka mMa (IX ), a BepoBarHOlia U360pa CBAKOT
Ol BbUX jeJIHAKa, je

1
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Tpeba nzByhu 5 kapara u3 mnuiaa. 3Byaemo npBy, 3a0€1€2KNMO BPEJHOCT U 3HAK, U HE Bpa-
TUMO je y mmui. 13 ocraTrka mmmia u3BydeMo APYTY; He BpaTHMO HE By. Pammy moHOBHMO 5
myta. MeDhy 5 u3Bydenux kaparta HEMa HUCTUX.

2. IICY ca nouasspamem. Heka je n u oBie yHampen jgar obum y3opka. Ilox ysopkom ome hemo
IIOCMAaTPaTH CBaKy n-BapHjallfjy ca IOHAB/bambeM ejeMeHara nomysanyje. OBe y3opak Huje cKyl, Beh
ypebema n-Topka.

Wcruna je ma cMO Herje paHuje PeKJId Ja je y30paK CBAaKM IOJCKYII IOITyJialyje, 1ITo 01 uM-
IUIAIIAPAJIO Jia jeé TO CKYII, a OBJIle BUJIMMO Ja OH MOXKe 1a Oyne u ypehena n-topka. Hehemo ce
omnrepehuBaTu M opmasiHocTuMa y 0BOM TpenyTKy. OBme hemo nhu Ha moBepeme: BepyjTe
MH J1a MOXKe Ja ce popMansyje.

TIICY ca nonaB/bameM je jeMHM THUI y30pPKa Ca KOjUM CMO ce cycpesin Ha Kypcy CraTucTuka Ha Tpe-
hoj romuuu. Ha kypcy Beposarnoha, y modernoMm meiry Kypca, CyCpend CMO Ce Ca PA3HUM TUIIOBAMA
y30paka, ajii HUCMO 3HAJIU Jia UX mnperno3namo, seh cmo unumm va ocehiaj. Caya hemo mayunTy u TO.

Tpeba uspyhu 5 kapara uz mmnuia. FI3Byuemo npBy, 3a6e1e2KMMO BPEIHOCT U 3HAK, 1 BPATUMO
je y mmmi. Bydemo npyry, Bpatumo u wy. Pagmwy nonosumo 5 myra. Mehy 5 uzByuenux kapara
MOXK€e OUTH HUCTHX.

Taksux y3opaka uma N", a BepoBaTHONa M300pa CBaKOI OJI BbUX jeIHAKA je

1

Nn'

Ykomuko BepoBaTHONe M300pa CBUX y30pakKa HUCY jeTHAKe, KayKeMO JIa je y30paK ClIydajaH, aju HUje MPOCT.
Tama ce cTBapm HE3HATHO MEMHAjY.

1.2 3agamm

3A,£[ATAK 1.1. Kosmko nMa mpocTUX CAydYajHUX y30paka 6e3 MOHABIbAMA, & KOJIMKO Ca MOHABJ/bA-
IEM, aKO Ce BaJH y30pakK obuma 7 m3 mormyiaruje Koja cagapxu 20 jequHrn?

PEIIEKE. OBaj 3amaTak je pyTHHCKOT THIIA U 3a 3arpeBarbe. HapaBHo, 3HAMO pyYHO U3padyHATH OMHOMHU
Koedummjent, Te To HEMa moTpebde ma crupoBoguMmo. Permmhemo 3amaTtak y R-y, Ja ce MOICETHMO TOT je3UKa
(nrm ymosHAMO € BUM).

IIpso hemo ymucaru obum momysiaiuje u 0OUM y30pKa.

N <- 20

n<-7

. N 2
IIpocTux ciaydajanx y3opaka 6e3 MOHaB/bamba UMa (n) =( 70 ), IITO Ce MOKe JOOUTH KOMAHIOM

choose(N, n)

## [1] 77520

Camano nobujamo u kosmko nma [ICY ca moHaBbameM
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N™n
## [1] 1.28e+09

Jobuau cMo pe3ysTaT y eKCIOHEHIMjaJTHIM O3HaKaMa. MoxkeMo ce Tora pemmnTu:

options( 999) # uklanja e~ notaciju (osnmova je 10, nije e)
N"n

## [1] 1280000000

Axko xohemo crape o3Hake Hazal, mpocto hemo mo3Baru options (scipen=0).

3AOATAK 1.2. Mapko uma 7 jabyka, Ilerap 2, Jopan 2 u Cama 6. Y3opak o6uMma 2 Gupa ce Tako
na je BepoBaruoha na cy Mapko u Ilerap y y3opky jemmaxa 1/3, Mapko u Josau 1/2, Ilerap u JoBan
1/6, nok je BepoBarnoha m360pa CBUX OCTAJIUX y30paka jelqHaka Hysd. Kao oneHa yKymHor Gpoja
jabyka kopmeru ce craructuka ¢ = NY. Jla jm je 0Ba OmeHa HeIpucTpacHa?

IIpeo hiemo 3aaTak pemuTy KJIacudHo (PydHO), a 3aTuM y R-y.

PEIIEKE - PYYHO. 3ajarak hemo permutu y Tpu kopaka: (1) cpauynaliemo npasy Bpemuoct cyme 6poja
jabyka; (2) nahu hiemo pacnogesny BepoBarHolia orene u (3) Ha OCHOBY T€ DACIIOJEJIE CPAUYyHATH OUEKUBALE

orere. Ako Gyjie jeJlHAaKO IIPaBOj BPEJIHOCTH, OlleHa Nie OMTHU HelpucTpacHa, nHade He. KpeHnmo

(1) Yoummo na je kog Hac N = 4 un = 2. Ouryanmo ce Jia jeuHKe norysangje Hymepuiemo kao (Mapko,
ITerap, Joan, Cama) = (1,2,3,4). Tagajey; = 7,y = 2,y3 = 2uy, = 6, najet = y; +ys+ys+y, = 17

(KopHCTHMO ¢ YMECTO T JIa HAM Ce O3HAKE CJIaXKy Ca OHUMA, y IPOrpaMy KacHHje).

(2) Pacnonesia BepoBarHoha orene nara je y [10m0j Tabesu:

y30paK {M, II} {M, J} | {I1, J} | ocramm
t 4-52-18 ] 18 8 *
BepoBaTHOha 1/3 1/2 1/6 0

Huje mam 6uTHO KOJIMKO je * Ha OMJIO KOM O] OCTAJINX y30pakKa, jep Hama Tpeba odeKuBambe, ma hemo

CBAKaKO MHOXKHUTH HYJIOM Taj OPOj.
(3) Cama pauyHAMO OUEKHBaHE.

.18 18 8 4 49
Bl= -t — 4240 %=6+9+>=— ~16.3333....
I TR T R

OBo Huje jegHako MpaBoj BpeaHOCTU 17, Ia OlleHA HUje HEIPUCTPACHA.

PEIIEKE - TPOrPAM. Casa hieMo BUZeTH KaKO Ce TOPEbE PeIlehe UMILIEMEeHTUpa v R-y.

# Upisujemo populaciju (Marko, Petar, Jovan, SaSa)

pop <- c(1, 2, 3, 4)

# Obim populacije

N <- length(pop)

# Vrednosti obeleZja ma svim jedinkama

Y <- ¢c(7, 2, 2, 6)

# U listu upisujemo samo one uzorke koji imaju menula verovatnole izbora
uzorci <- list(poplc(l, 2)], poplc(l, 3)1, poplc(2, 3)1)

# Verowvatnocle izbora

P_uzorka <- c(1/3, 1/2, 1/6)

# U ovaj vektor upisujemo uzoracke srednje vrednosti,



# jer su nam ocene oblika t_ocena = N * Y_sr
Y_sr <- ¢c() # on je sada prazan
# Sada cemo proéi kroz swaki uzorak 1 sracunati srednju vrednost na njemu
for (i in 1:length(uzorci)) {

Y_sr[i] <- mean(Y[uzorci[[i]]l]) # Elementu liste se pristupa

# dvama uglastim zagradama

b
# Ocenu dobijamo kada svaku sredinu pomnoZimo wvelilinom populacije
t_ocena <- N *x Y_sr
# Sada racunamo oclekivanje
E_t_ocena <- sum(t_ocena * P_uzorka)
E_t_ocena

## [1] 16.33333

# MoZemo proveriti da li je nepristrasna
E_t_ocena == sum(Y)

## [1] FALSE

Orena je mpucrpacha.

BAIATAK 1.3. Vcmmraru ma i je Goba (y cpemmexBagpaTHoM cMuciy) orena t = NY ykymHe
cyMe obesiexkja Ha OCHOBY Y30DKa OOMMa 2, MM Ha OCHOBY y30pKa obuma 3, u3 nomynammje {1,2, 3,4},
aKO Ce KOPHCTH TIPOCT CIIydajaH y3opak 06e3 monasbama. Obesexje momyammje je peaan 6poj jeanHKe.

PEHIEWE. O caja hiemo 3amarke pemasatu camo y R-y. JacHo, Tpeba cpadyHaTH CpesheKBaIPATHE IPEITKe
3a 00e OIleHe U YIIOPEIUTH WX.

# Populacija
pop <- c(1, 2, 3, 4)
# ObeleZje je rednt broj jedinke
Y <- pop
# Obim populacije
N <- length(pop)
# Velicine uzorka u oba slucaja
nl <- 2
n2 <- 3
# Funkctja combn(vektor, duzina) pravi sve kombinacije bez ponavljanja
# elemenata i1z "vektor", duzZine "duzina"
M1 <- combn(pop, nl) # Svaka kolona je jedna kombinacija
# Sada upisujemo sve uzorke obima nl
psu_1 <- 1list()
for (i in 1:choose(N, n1)) {
psu_1[[i]] <- M1[, i] # i-ta kolona
}
# Naravno, radimo dupli posao jer su svi uzorci veé u matrici, alti ovako
# je didakticki.

# Sve verovatnole tzvlalenja su iste jer imamo PSU, alt éemo ih upisati u vektor
# radt lakSeg racunanja oclekivanja
P_uzorka_1 <- rep(1/choose(N, nl), choose(N, nl))



#

Sve isto se ponavlja % za uzorak obima n2

M2 <- combn(pop, n2)
psu_2 <- list()
for (i in 1:choose(N, n2)) {

}

P_

#

Y_

psu_2[[i]] <- M2[, i]
uzorka_2 <- rep(1/choose(N, n2), choose(N, n2))

Za ocene sume trebaju nam uzoracke srednje vrednosti, pa racunamo njih prvo
1_sr <- cQ

for (i in 1:length(psu_1)) {

}

Y_

Y_1_sr[i] <- mean(Y[psu_1[[i]]])

2_sr <- c()

for (i in 1:length(psu_2)) {

}

#
t
#

Y 2 _sr[i] <- mean(Y[psu_2[[i]]1]1)

Prava vrednost sume
<- sum(Y)
Srednjekvadratne greske

MSE_1 <- sum( (N*Y_1_sr - t)~2 * P_uzorka_1 )
MSE_2 <- sum( (N*Y_2 sr - t)~2 * P_uzorka_ 2 )
MSE_1

## [1] 6.666667
MSE_2

## [1] 2.222222

Ormena Ha OCHOBY y30pKa 00mMMa 3 mMa Mamy CPEIbeKBaIPATHY IDEIIKY, Ia je 0oJba.

3AOATAK 1.4. U3z ckyma {1,2,3,4,5,6,7,8} Bage ce yzopiu 6e3 moHaB/bamba obuMa 2, TaKo 1a
CBaKM KOJU CAJIPYKU Hemapan Opoj mMa BepoBarTHOhy Hysa. OHEM y30pIHM KOjU cajpike 2 MMajy Bepo-
BaTHONY OOPHYTO MPOMOPIMOHAIHY JPYTrOM €JIEeMEHTY y30pKa, a OHU KOju cajprxke 4, a He capke
2, nmajy Beposaraohy 1/8. McnuraTy HENPUCTPACHOCT ONEHE CPEEH-E BPETHOCTH U OJPEIUTH HeHY
CPEeIHEKBAIPATHY I'PEINKY .

PEIIIEKE.

#

Populactja

pop <- 1:8

#

Eubow <=

Obim populacije
<- length(pop)
Obelezje je redni broj jedinke

<- pop
Obim uzorka
<- 2

Pravimo sve moguée uzorke
<~ combn(pop, n)

uzorci <- list()




for (i in 1:choose(N, n)) {
uzorcil[[il]] <- M[, i]

}

# Sada moramo da se domognemo verovatmola izbora

# Kako drugacije vec maredbama grananja

P_uzorka <- c()

# Napraviéemo funkctiju koja uzme uzorak % vrati mu verovatnolu

# Sintaksa je slicna Matlabovoyj

verovatnoca <- function(x) {
# 7% daje ostatak pri deljenju; "JJ 2" je nula za parne, a 1 za neparne
# 1 se tumaci kao TRUE, O kao FALSE
if (x[11 %% 2 | x[2] %% 2)

p=20
else if (x[1] == 2 | x[2] == 2)

p = 1/max(x)
else if (x[1] == 4 | x[2] == 4)

p = 1/8 # ako smo uSli u ovu granu, nema dvojki u uzorku
else

p=1-(1/4+1/6 + 1/8 + 1/8 + 1/8) # Uzorak {6, 8} je jedini u ovoj grant

# Racunamo wverovatnoée
for(i in 1:length(uzorci)){
P_uzorkal[i] <- verovatnoca(uzorcil[[i]])

}

sum(P_uzorka) # provera da li je zbir verovatnoéa = 1

## [1] 1

# Sada trazZimo ocenu, veé videno

Y sr <- c(Q)

for(i in 1:length(uzorci)){
Y_sr[i] <- mean(Y[uzorcil[[i]]])

}

E_Y_sr <- sum(Y_sr * P_uzorka)
E_Y sr

## [1] 4.875

# Prava vrednost
mean(Y) # Ocena NIJE nepristrasna

## [1] 4.5

# Racunamo jos 1 srednjekvadratnu gresSku
MSE_Y_sr <- sum( (Y_sr - mean(Y))~"2 * P_uzorka )
MSE_Y_sr

## [1] 2.25

10



3AOATAK 1.5. Us nonynanmje {1,2,...,100} usBaguru 15 npoctux caydajuux y3opaka 6e3 moHa-
Bipama obuma 20. Ha cBakom o wux Hahu omeHy yKyIHE cyMe 0beJieXKja M NCIIUTATHA KOJU O y30PaKa
je Hajpenpe3eHTaTUBHU)U, Tj. TJe je peaJn30BaHa BPETHOCT T€CT CTATUCTHUKE t=NY HajosIKa CTBAp-
HO] BPEIHOCTH.

PEIIEWKE. Heke neoBe Koma Koju ce Beh cTasiHO moHaB/bhajy Hehemo BuIle Tako JeTa/bHO KOMEHTAPUCATH.
populacija <- 1:100

Y <- populacija

n <- 20

# Postavljamo fiksan seed rTadt ponovljivosti rezultata
set.seed(123)
uzorci <- list()
for (i in 1:15) {
uzorci[[i]] <- sample(populacija, size = n, replace = FALSE)

}

# Sada tmamo izvucenih 15 uzoraka
# Upisujemo ocene na osnovu svakog
t_ocene <- c()
for(i in 1:length(uzorci)) {
t_ocene[i] = length(populacija) * mean(uzorci[[i]])
}

t_ocene

## [1] 5235 5150 5155 4550 6060 5065 6170 5505 4930 4785 4925 4090 5885 5255 5100

# Suma obeleZja ma populacijt
t <- sum(populacija)

# Sada cemo da vidimo koja ocena je majbliza pravoj vrednosti t
# To ce biti ona koja ima majmanju apsolutnu razliku sa t
abs_razlike <- abs(t - t_ocene)

# which.min vracéa poziciju PRVOG minimuma u vektoru
which.min(abs_razlike)

## [1] 6

# Dakle Sesti uzorak ima najmanje odstupanje, najreprezentativniji je
# MoZemo proveritt © da li ih je vise
which(abs_razlike == min(abs_razlike))

## [1] 6

# Ipak samo Sesti
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3AOATAK 1.6. [lara je monynamuja {1,2,3,4,5,6,7,8} u pasmorpes je ciegehn mwian y3opkoBamba:

Hcromrarn menpucrpacuoct onee ¢ = NY.

g P(S)
{1,3,5,6] 1/8
12,3,7,8) 1/4
{1,4,6,8} 1/8
{2,4,6,8F 3/8
{4,5,7,8Y 1/8

PEIIEWE.

populacija <- 1:8

Y <- populacija # obeleZje = redni broj jedinke

N <- length(populacija)

# Uzorci koji imaju verovatnoéu razlicitu od 0O
sl <- ¢(1,3,5,6)

s2 <- ¢(2,3,7,8)

s3 <- ¢(1,4,6,8)

sd <- ¢(2,4,6,8)

sb <- ¢(4,5,7,8)

uzorci <- list(s1,s2,s3,s4,s5)

p_uzorka <- c¢(1/8,1/4,1/8,3/8,1/8)

# t_ocena = N * Y_sr
Y sr <- c()
for(i in 1:length(uzorci)){
Y_sr[i] <- mean(Y[uzorcil[[i]l])
}
t_ocena <- N *x Y_sr
E_t_ocena <- sum(t_ocena * p_uzorka)
E_t_ocena

## [1] 39.5

t <- sum(Y)
t # Ocena je pristrasna

## [1] 36
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Bexxbe 2

IICY 06e3 noHaBJbama: Oll€HE
AucIep3nje, NTHTEePBAJIA IIOBEpemha u

oapehuBame obuMa y30pKa

Ha nperxogaumM Bexk6ama ¢MO yIIo3HAIM (IPOCT) CIyvuajaH y30pak ca 1 06e3 MOHaBbamba, a JaHac NeMo MaJio

nerasbaruje npoyantu [ICY 6e3 monaB/bama.

2.1 HeomnxoaHo npea3Hame

Cana hiemo uzHeru Teopujy Heonxo/Hy 3a mpaheme 3ajaraka ca opux Bexkb6u. I[Ipermocrasuliemo j1a Bydemo

TICY 6e3 nonas/bama obumMa n u3 momysanyuje obuma N.

BepoBaTHoha yk/bydema i-Te jeIMHKE yV y30paK jeaHaka je

o _ G _n
@) N

n

Beposatnoha ykibyuema i-Te u j-Te, i # j, jeIUHKE y y30paK jemHaKa je

(N3)  n(n-—1)

T —

M NWNV-1)

Canenehe mro hemo HaBectu jecy onene Ha ocHoBy [ICY 6e3 nmoHaB/bamba HEKUX TUIWYHUX IIapaMeTapa, Kao

U IUXOBE OCOOUHE.
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3a olleHy MOIyJIAIA]CKe CPEJINHE MIPEeJJIoKeHa, je cieeha orena:
.1
My Z Yi-
keS

Hbene ocobune cy:

100(1 — )% wHTepBas moBepema 3a NOMyJIanujcKy cpeauny Ha ocHoBy 1ICY Ge3 moHaB/bara JaT je

ca
my—z\/f@_;), my+z\/5:<1—;]) :

npu ueMy je z KBauTua pena 1 —a/2 pacnogene t, ;. 3an > 30 y3umamo Ja je TO KBAHTUJI HOPMAJTHE
pacrozeie.

Civdne oIieHe U IHbUXOBE 0OCOOMHE MMaMO U 32 TOILYJIAINjCKA TOTAJ.

Ty = Nmy, ETy =1y

MurepBan nosepema HuBoa 1 — o 1aT je ca
_2 —2
- | N2S ( L ) . | N2S ( [_n )
— 2 — — — 2z —=].
i n NI Y n N

2.1.1 OpgpebhuBame obuma IICY 6e3 moHaBbama

Kana omnemyjemo BpemaocT mapamerpa 6 omenom 6, KeJuMO [a Ta OIEHA HA W3BECTAH HAYUH Oyne OJimcka.
Jeman o yecTux ycjaoBa KOjU Ce OJf OIleHEe TPAaXK! jecTe /1a 3aJ0BOJbABA

P{|0—6] > A} < q,

3a yHamnpes oapehene A u «. OBaj ycJIOB 3alpaBo 3HAYU JIa je BEepOBATHONA Jia OleHA OJCTYIa Off IpaBe
BPEHOCTH TIapaMeTpa BUIIE OJ JO3BOJHEHE TOJEPAHIIHjE - JIOBOJHHO MAJIA.

~

Ha 6u onena my xox [ICY 6e3 nonarpama 3a70BosbaBajia OBaj yCJIOB 3a yHampen jgare A u «, 3a
00MM y30pKa 1 MOpa J[a BaXKu:

> 1
n B E——
1 1>

5 2\2 q
rze je ny = (B) , TZIe je z KBaHTWJI peja 1 — /2 craHmap/He HOpMAJIHe DACIIOIEIe.
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Axo je y nuramy oneHa Ty, 32 00MM y30pKa MODA JIa BAXKU

n >

1
+ 5

1
o

. 2 .
rue je ng = (NXZ) , & 2 je MCTH KBAHTWJI Ka0 M MAJIOIPE.

2.2 3Bamam

3AIATAK 2.1. VY pecTopaHy ce ClIy>Ke 9eTUPHU BPCTe KoJIada - 6aKIaBe, TyJIyMOe, eKJIepU U IaMIId-
te. [leceTopo jbymu je Kynuiao 6akIaBy, ABAIECETOPO TYIIyMOy, IBAJIECET IIETOPO EKJIED, a IIETHAECTOPO
mamnuTy. Ha ciyaajan Hadwa ce omabepy 2 pasjumduTe BpCTe KoJiada u Oesrexku ce Opoj Jbyaum KOju
Cy KyIWJIA Ty BPCTY.
(a) Onenurn ykymnan 6poj ocoba Koje Cy KyIuiie Kojad, a 3aTHM UCIUTATH HEIPUCTPACHOCT OleHe
KOja ce KOPUCTH.
(6) Ucnmraru na jiu je y3opadka JUCIEp3Uja HEIPUCTPACHA OLEHA IUCIEDP3Uje HA YATABOj MOILyJIa-
[AjH.

PEIIEWE.

# a)

pop <- 1:4 # populacija: baklava, tulumba, ekler, Sampita

Y <- c(10, 20, 25, 15) # obeleZje: br. ljudi koji su kupili kolal
N <- length(pop)

n <- 2 # obim uzorka

set.seed(123)

uzorak <- sample(pop, n, replace = F) # dzvladimo PSU bez ponavljanja
t_ocena <- N * mean(Y[uzorak]) # ocena totala na izvucenom uzorku
t_ocena

## [1] 80

M <- combn(pop, n)
uzorci <- list() # ovde redamo sve PSU bez ponavljanja obima n
for(i in 1:choose(N, n)){
uzorcil[[il] <- M[, il
}
p_uzorka <- rep(1/6, 6) # svi uzorci su jednako verovatni ¢ imaih 4 nad 2 = 6
Y sr <- c()
for(i in 1:length(uzorci)){
Y_sr[i] <- mean(Y[uzorcil[[illl)

}

E_t_ocena <- N * sum(Y_sr*p_uzorka)

t <- sum(Y)

E_t_ocena == t # ocena jeste nepristrasna
## [1] TRUE
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#b)
sigma_2 <- var(Y) # populactijska disperzija
S_2 <= c¢() # uzoracka disperzija
for(i in 1:length(uzorci)){
S_2[i] <- var(Y[uzorcil[illl)
}
E_S_2 <- sum(S_2*p_uzorka)

sigma_2 == E_S_2 # ocena jeste nepristrasna

## [1] TRUE

SAIATAK 2.2. Vser je mpocT ciydajaH y3opak 6e3 moHabsbamba of, 10 ydenmka om 100 yde-
nuka Tpeher paspema w GejiekeHe Cy HUXOBE OIEHE M3 MaTeMaTHKe. 3a0esle’KeHU Cy pe3yaTaTh
(4,5,5,2,3,1,3,4,4,5). OueHnTr mpOCeYHy OIEHy U3 MATEMATHKe, & 3aTUM U3DAdyHATH OLEHY JId-
cIlep3uje Te OIeHe.

PEIIEKE.
N <- 100
n <- 10

Y_na_uzorku <- c(4, 5, 5, 2, 3, 1, 3, 4, 4, 5) # obeleZje su ocene
Y_sr <- mean(Y_na_uzorku) # ocena srednje vrednosti na datom uzorku
Y sr

## [1] 3.6

ocena_D_Y sr <- (N - n) * var(Y_na_uzorku) / (N * n) # ocena disperzije ocene Y_sr
# na osnovu datog uzorka
ocena_D_Y_sr

## [1] 0.164

3AIATAK 2.3. VYaser je mpoct ciydajan y3opak o 10 pazmmantux xKyha ox 100 kyha koje ce namasze
y jemaoMm Hacesby. Bpoj cranoBnuka y kyhama u3 y3opka je 2,5,1,4,4,3,2,5,2, 3.

(a) OnennTn ykyman 6poj CTAHOBHUKA y TOM HACEJbY W OIEHUTH JUCIIEP3Ujy Te OIEHE.

(6) Onennrtn mpocedan Gpoj CTAHOBHUKA MO Kyl U OIEHUTH JUCIIEDP3Ujy T€ OlEHe.

(B) Hahu npubmmzxau 90%-1u naTEpBAI NOBEpEHa 32 YKyIaH OPOj CTAHOBHUKA.

PEIIIEKE.
# a)

N <- 100

n <- 10

# obelezZje je broj stanovnika u kucama

Y_na_uzorku <- c(2, 5, 1, 4, 4, 3, 2, 5, 2, 3) # vrednostt obeleZja na datom uzorku
t_ocena <- N * mean(Y_na_uzorku)

t_ocena # ocena totala ma 2zvucenom uzorku

## [1] 310
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ocena_D_t_ocena <- N * (N - n) * var(Y_na_uzorku) / n # ocena disperzije ocene totala
ocena_D_t_ocena

## [1] 1690
#b)

Y_sr <- mean(Y_na_uzorku) # ocena srednje vrednosti na izvucenom uzorTku
Y_sr

## [1] 3.1

ocena_D_Y_sr <- (N - n) * var(Y_na_uzorku) / (N * n) # ocena disperzije ocene Y_sr
ocena_ D Y _sr

## [1] 0.169
# c)

alpha <- 1 - 0.9 # Zelimo 90) +interval poverenja

z_student <- qt(1 - alpha/2, n - 1) # n < 30, pa koristimo studentovu raspodelu

I_poverenja_za_t_90 <- c(t_ocena - z_student * sqrt((N - n) * N * var(Y_na_uzorku) / n),
t_ocena + z_student * sqrt((N - n) * N * var(Y_na_uzorku) / n))

I_poverenja_za_t_90

## [1] 234.6414 385.3586

3AIOATAK 2.4. Boranugap ke Ja oleHu 6poj crabana 6pese y Hekoj obmactu. O6aactT je mome-
sbera Ha 1000 mesoa. IlosHaTo je M3 mpeTxXOJHUX UCIUTHBAaMKA Ja je duciep3uja Opoja crabasia 1o
obstactu pubsmKHO 45. OnpenT BeJIMYnHy TPOCTOT CIYyYajHOT y30pKa 0€3 MOHAB/haMa, MOTPEOHY
na ca BepoBarHohom 0.95 omcrymame me 6yme Behe ox 500 crabasa.

PEIIEKE.
N <- 1000
sigma_2 <- 45
delta <- 500

alpha <- 0.05 # 1 - 0.95

z <- gnorm(1l - alpha/2)

nl <- (delta”2 / (272 * sigma_2 * N"2)+1/N)"{-1}
n <- ceiling(nl)

n

## [1] 409
3AOATAK 2.5. ITocMarpaMo HOIyJIaIujy obuMa 5, 4uju Cy eJIeMeHTH O3HadeHH 6pojeBuMa 1, 2,
3, 4 u 5, a BpemgHocTu obesexja cy pemom 3, 1, 0, 1 u 5. PasmMorpumo mpuHIMIT IPOCTOT CJIydYajHOT
y30pKOBama 0e3 noHas/bamba 3a y3opak obmma 3. [lokazaru ma je cpemma BpemgHocT obesexja Ha
Y30pPKYy HENPHUCTPACHA OIEHA CPEIheé BPETHOCTH 00esIexkK]ja oIy Ialuje.

PEMIEILE.

pop <- 1:5

Y <- ¢c(3, 1, 0, 1, 5)
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N <- length(pop)
n <- 3
M <- combn(pop, n)
uzorci <- list() # ovde redamo sve PSU bez ponavljanja obima n
for (i in 1:choose(N, n)) {
uzorcil[[il] <- M[, il
}
p_uzorka <- rep(l / choose(N, n), choose(N, n)) # svi uzorct su jednako verovatnti % imaih N nad n
Y sr <- cQ)
for (i in 1:length(uzorci)) {
Y _sr[i] <- mean(Y[uzorcil[illl)

}

E_Y_sr <- sum(Y_sr * p_uzorka)

E_Y_sr == mean(Y) # ocena Y_sr je nepristrasna
## [1] TRUE

SAIATAK 2.6. VY marorenu deca.txt maTu cy mojamm o Opojy Jene y cBakoj on 512 ymmma y
HekoM rpazy. Halim 95%-0u maTEpBaI IOBEpEmHa 3a yKyIaH 6poj Jere y TOM rpajy Kopucrehinm mpoct
cllydajaH y30pak 0e3 moHaB/barmba obuma 200.

deca <- read.table("deca.txt")
head(deca)

## ulica br_dece

## 1 1 21

## 2 2 76

## 3 3 50

## 4 4 85

## 5 5 37

## 6 6 63

N <- length(deca$ulica)

n <- 200

set.seed(123)

uzorak <- sample(deca$ulica, n, F)

t_ocena <- N * mean(deca$br_dece[uzorak]) # broj dece je obelezje

alpha <- 1 - 0.95 # 95-7 interval nas zanima

z <- qgnorm(1 - alpha/2) # n = 200 > 30, pa koristimo mormalnu raspodelu

S_2 <- var(deca$br_dece[uzorak])

I_poverenja_za_t_95 <- c(t_ocena - z * sqrt(S_2 * N * (N - n) / n),
t_ocena + z * sqrt(S_2 * N * (N - n) / n))

I_poverenja_za_t_95

## [1] 25146.22 28265.62
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3AOATAK 2.7. 3a koju of cieehux mIaHOBa MPOCTOT CJIyYajHOT Y30pKOBama 6e3 noHaB/bama he
6uTH /100MjeHa HAjIPEIU3HN]ja OIEHA CPEJIbe BPEIHOCTH 00eJIeXKja Ha, ITOILYJIAIMjH !

(a) VYzopak obuma 400 nobujen u3 nonysnamnuje obuma 4000.

(6) VYzopak obuma 30 nobujen u3 nomysanuje obuma 300.

(B) Ysopak obuma 3000 nobujer u3 monyaanumje obuma 300000000 (Tpu CTOTHHE MUIHOHA).
CmaTpamo J1a je nucrepsuja Ha MOIyJIaluju y cBa Tpu ciydaja jemnaka 100.

PEIIEKE.

# trazimo gde je D(Y_sr) majmanja
sigma_2 <- 100

D_Y sr <- function(N, n) {
(N - n) * sigma_2 / (N * n)
}
D Y sr 1 <- D_Y_sr(4000, 400)
D Y sr 2 <- D_Y_sr(300, 30)
D_Y sr_3 <- D_Y_sr(300000000, 3000)
which.min(c(D_Y_sr_1, D_Y_sr_2, D_Y_sr_3))

## [1] 3
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Bexxbe 3

Y30pKoBame ca HejeJHAKNM
BepoBaTHOhamMma m36opa je JMHKU

3.1 HeonxomHo npea3Hame

JenHa 01 OCHOBHHX KapaKTepUCTHKA IIPOCTOr CJIydajHOI y30PKa Omiia je Ta /a cy BepoBaTHONe n3bopa cBake
oJ1 jemHKM y y30pak ouse melycobuo jemgmake. Caja hemo ma obpaaumo curyarujy y Kojoj TO HUje CJIydaj.
W y Toj cutyarnuju MoxKe ce TOBOPUTH O y30PKY ca U 0e3 MOHaB/hakha, a JI0 IHbUX Ce JOJa3W HA UCTU HAYWH:
KOJT y30pKa 0e3 MOHaB/balba JeIMHKY He BpahaMmo y IOIyJallujy HAKOH W3BJIAYEHA, & KOl Y30PKOBaka Ca
IOHABJ/bAILEM je Bpahamo, ma je MO2KeMO ITOHOBO m3Byhu.

YV 3aBUCHOCTH OJ1 TOTA Ja JIX y30PKOBAE BPIIAMO Ca Ujiu 0€3 IMOHAB/bakha MaheMO pa3/indnTe TUIIOBE OIeHA
3a HEKe CTaH/Aap/HE MapaMeTpe KOju ce KOPHUCTE.

3.1.1 Hansen-Hurwitz-oBe orieHe

OBe orieHe KOpHCTE ce KOJI Y30PKOBabha, €4 NOHAGHarbem. MoxKe ce TOKa3aTh Jia Cy U3BJAYEhe jeJHOT y30pKa
jeTHOM, WJIM jeJIMHKY TI0 jeJUHKY 0e3 Bpahama - ekBuBaJjieHTHe mporieaype. Hama je 3rogauje 1a 3aMUCIAMO
Jia y30paK BY4YeMO Ha OBaj JIpPyTI'W HAUWH, JeJWHKY 10 jeauHKy, 6e3 Bpahama. BeposaTHohy na i-Ta jeauHka
u3 nonynanuje Oyne n3abpaHa y y30paK y jeIHOM H3BJIadery O3HaYHheMo ca ;.

Hansen- Hurwitz-oBe o1ieHe 3a MOIYIAIIAjCKA TOTAJ U TOMYIAIU]CKY CPEIBbY BPEIHOCT, KAO U IbUXOBE
ocobute cy cieehe:
~ 1 Yi ~
Ty, = — =, E7, =1y.
L % Uy, P
1 X Y 2 1 Y 2
s, = 150 (o) Br = o (B s)
v ; Py, ’ Y n(n—1) kezs e 7
LTy
My = 7 Em,, = my-.
D7, . D7,
~ (4 ~ ¥
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3.1.2 Horvitz- Thompson-oBe olieHe

IIperxomne oreHe 6uite Cy CTPUKTHO 38 y30PKOBae Ca MOHAB/bareM. Kako HeMaMO JOBOJbHO KBaJIUTETHE, a
JIOBOJBHO jeJIHOCTaBHE OIeHE 3a y30PKOBame 0e3 MOHAaB/baba, HABEITNEMO THIl OIleHAa KOje Cy YHUBEp3aJjIHe -
KOPHUCTE CEe M 33 Y30PKOBahe Ca MOHAB/HAKEM U 663 TMOHAB/HAIHA.

Ogpzie iemo nocmarparn BepoBaTHohe ykiby4era m; u ;. llogcernmo ce, m; npecras/ba BepoBaTHONY Jia
ce i-Ta IO PeJly jeJIMHKa u3 nomysanuje Hale y M3By4eHOM y30pKy, & ,; NPeJCTaB/ba BepoBaTHONY Ja ce y
M3BYYEHOM Y30PKy Haly i-Ta u j-Ta jejimHKa U3 Nolyaanuje, 3a i # j. Mu hiemo oj1 caj ma Ha najbe cmaTpaTn
Jla Cy cBe OBe BepoBaTHONE yKJbyUerha MO3UTHBHE.

3ro/iHO je HABECTH W HApEJHE Be3e, jep MOTY OUTH KOPUCHE 33 padyH.

T =1—(1—=9p)"
T =T +m — 1+ (L=t — )"

Hexka je caga S’ ckyn mHjeKca OHUX jeIMHKM KOje Cy yILIe y y30pak S, IPU YeMy Ce WHJIEKCHU JEJIMHKU KOje
Cy yIILJIe BUIIIE IIyTa PadyHAajy camo jemHoM. /lakJe, crienujasHo ako KOPUCTUMO Y30pKOBame 6€3 IoHAB/babA,

S =S5.

Horvitz- Thompson-oBe olieHe MOILYJIAIIA]CKOT TOTAJIA, MOILYJIAIIA]CKE CPEIhe BPEIHOCTH U ThUXOBE 0CO-

oume cy:
2 Yi 2
T = Z 71_77 ETﬂ. =Ty-
keS’
D7~y LTy S T nm,,
= k=11 mm
= 4k
b7 =3 (- ) b+ 53 ()
kes’ k keS’ l+k k7l Kl

f, = TN” Ein, = my.
. D7, .. Dz

Dmﬂ_ = N27T, Dmﬂ = Nizﬂr

Mozke ce mecuTn Ja oreHa aucrneps3uje Oyae HeraTuBHa. Taja, HApaBHO, OHA HEMa CMUCIIA.

Topme orene Baxke y ommnreM ciry4ajy: u ca u 6e3 moHaB/bama. Kaja je y3opak Oain 6e3 moHaB/bamba,
MOKe ce TOOHUTH W MaJio 6oJbe.

Sen-Yates-Grundy-jeBa onena mucnepsuje Horvitz- Thompson-oBe OIeHe MOIMYJIAIMjCKOD TOTAJIA 38
Y30pKOBame 0e3 ToHAB/barba JIaTa je ca

2

2 - 1 T (Y Y

Dgye(Tr) =5 kl<— -
v 2;5;7% T T
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Ucnocraeipa ce na Horvitz- Thompson-oBa OlleHa, NAKO HEPUCTPACHA, MOXKE UMATHU BEJIUKY IUCIIED-
3Ujy KaJa ce IpUMemyje Ha IOIyJIanuje Ko KOJUX Ty, U Y), HUCY NPUOJIIZKHO IPOIOPIUOHAIHE. Ta1a
ce pBo yBesne Hajek-oBa oreHa momyJianujcke Cpejiibe BPEJIHOCTH Kao:

Yl
~ Ezkes/;i

T ey
kesS’ T
a 3aTHM W3 e OleHA TOTaJa MHOXKemeM ca V. Buaumo na je 6pojusan kiracuaua Horvitz- Thompson-
OBa OIleHa TOTaJIa, JOK MMEHU/IAI] 3alpaBO IPEeACTaB/bha HEIIPUCTPACHY OIeHy obmma mormysrarmje V.

3.2 3amammn

SAOATAK 3.1. M3zabpan je y3opak ca BepoBaTHONaMa IPOIOPIMOHAIHAM BEJIUINHE, CA TOHABIba-
weM, obuma 3 u3 nomysanuje Besmuaune 10. Jare cy BpemmocTn obesexja n3abpaHUX eJeMeHaTa U
BepoBaTHOle uzbopa:

LY Y

1 3 0.06
2 10 0.2
3 7 0.1

(a) Halin oneny yxymse cyme obenexxja nomysanuje kopucrehu Hansen- Hurwitz-oBy onesy.
(6) OuenuTH aUCHIEP3Ujy TE OIEHE.

() Hahu oneny ykymue cyme obesiexja nomynamnuje kopucrehin Horvitz- Thompson-oBy olieny.
(r)

r) Ouennrn aucnepsujy Te OIEHE.

PEIIEWE.
n <- 3
N <- 10

Y _na_uzorku <- c(3,10,7)
psi <- c(0.06, 0.2, 0.1)

# a)

# Hansen-Hurwits—-ova ocena
t_hh <- mean(Y_na_uzorku / psi)
t_hh

## [1] 56.66667

#b)

# Ocena disperzije ocene t_hh

ocena_D_t_hh <- sum((Y_na_uzorku / psi - t_hh) = 2) / (n * (n - 1))
ocena_D_t_hh

## [1] 44.44444

# v)

pi_i <~ 1 - (1 - psi) = n # verovatnoée ukljulenja t-tih jedink:
t_ht <- sum(Y_na_uzorku / pi_i) # Horvits-Thompson-ova ocena
t_ht

## [1] 64.02995
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# g)
# Ocena disperzije ocene t_ht
ocena_D_t_ht <- sum((1 - pi_i) * Y_na_uzorku ~ 2 / pi_i ~ 2)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {
if (5 '= 1) {
pi_ij <-
pi_ilil + pi_il[j] - 1 + (1 - psili]l - psil[j]) " n
# verovatnocéa ukljulenja i-te % j-te jedinke
ocena_D_t_ht <- ocena_D_t_ht +
(pi_ij - pi_ili] * pi_i[jl) * (Y_na_uzorkul[i] * Y_na_uzorkul[j]) /
((pi_il[i] * pi_il[j1]) * pi_ij)
}
}
}

ocena_D_t_ht

## [1] 62.4619

3AIATAK 3.2. 3a ucnutusame 3arahenoctu 320 jesepa yKyIHE HOBPIIHHE 80km> n3abpaH je y30-
pakK ca IOHaBJbarbeM obuMa 4 ca BepoBaTHONaMa IPOMOPIMOHAJIHUAM OBPIIMHA je3epa. [IpBo jesepo
73 y30pKa OMpaHo je JBa ImyTa, a ocTaJja J1Ba 1o jeqHoM. KonmeHnTparuja 3arahlenoctu y ta Tpu jesepa
y y30pKy je pemom 2, 5 u 10 Mmuaurpama mo JmTpy, a MOBpIInHe THX jesepa y km”~ cy pemom 1.2, 0.2 u
0.5. Hahu Hansen-Hurwitz-oBy oueny cpemmer 3arahema 1o jesepy y IOCMaTpPaHO] IOIMYJIAIN]H, Kao
U OLIEHY NHCIIEpP3Uje J00ujeHe OleHe.

PEIIEIHE.

N <- 320 # jezera su jedinke populacije
n <-4

M <- 80 # Ukupna povrsina

uzorak <-

c(1, 1, 2, 3) # uzorak sa ponavljanjem, obavezno zapisati prvu jedinku dva puta!
Y na_uzorku <-
c(2, 2, 5, 10) # obelezje je koncentractija zagadenosti jezera
Mi <-
c(1.2, 1.2, 0.2, 0.5) # poursSina jezera ée biti njegova "veliclina"
psi <- Mi / M
Y_sr_hh <- sum(Y_na_uzorku / psi) / (N * n)
Y _sr_hh

## [1] 3.020833

ocena_D_Y_sr_hh <- sum((Y_na_uzorku / (N * psi) - Y_sr_hh) =~ 2) / (m * (n - 1))
ocena_D_Y_sr_hh

## [1] 2.325666
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3AOATAK 3.3. U3 nomynanuje Kojy 9MHe TPH MOJba Ha KOjUMAa Ce y3raja MIIeHuna Gupa ce y30pak
obnma 2 ca BepoBaTHONaMa MPOMOPIIMOHAIHUM BeJWYMHAMA, Ca MTOHAB/hakeM. ¥ cienehoj rabemn
Cy JIATH TIOJIAIM O KOJMIWHU MPOU3BE/ICHE IIIEHAIE Ha CBAKOM II0JbY M BepoBaTHOhe m360pa CBAKOT

oJba.
Loy Y
1 11 0.3
2 6 02
3 25 0.5
Hahu Hansen-Hurwitz-oBy u Horvitz- Thompson-oBy olieHy 3a YKYITHY IIPOU3BO/IEY IIIIIEHUIIE 38 CBAKU
y30paK.
PEHIEILE.

pop <- c(1, 2, 3)

N <- 3 # polja cine populaciju

n <- 2

Y <- c(11, 6, 25) # obeleZje: kolicéina proizvedene pSenice
psi <- ¢(0.3, 0.2, 0.5)

uzorci <- 1list() # ouvde sme3tamo sve uzorke sa ponavljanjem obima n
i<-1
for (j in 1:3) {
for (k in 1:3) {
uzorci[[i]] <- <(j, k)
i<-1i+1
b
}
length(uzorci) # N™n

## [1] 9

t_hh <- c() # radunamo t_hh na svakom uzorku
for (i in 1:length(uzorci)) {
t_hh([i] <- sum(Y[uzorci[[il]l] / psiluzorcil[il]l]) / n
}
t_hh

## [1] 36.66667 33.33333 43.33333 33.33333 30.00000 40.00000 43.33333 40.00000
## [9] 50.00000
pii<-1- (0 -psi) " n
t_ht <- c()
for (i in 1:length(uzorci)) {
# racunamo t_ht na svakom uzorku
t_ht[i] <- sum(Y[unique(uzorci[[i]])] / pi_ilunique(uzorci[[i]1]1)])
}
t_ht

## [1] 21.56863 38.23529 54.90196 38.23529 16.66667 50.00000 54.90196 50.00000
## [9] 33.33333
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SAAATAK 3.4. Y narorenu radnici.txt marum Cy mogainy o 6p0jy PaJHUKa U IIPOU3BOJIILU Yy
10 dbabpuka y muIycTpmjcKoj 30HHM. M3abparu y3opak obmMa 3 ca MOHAB/BAIHLEM CA BEPOBATHONA-
Ma m300pa MpOoHopIuOoHAJHUM OpOjy pamauuka y dabpumu. Kopucrehn mobujenu y3opak ompemurn
Hansen-Hurwitz-oBy OIleHy yKyIIHE TPOU3BOIIHE.

PEIIEKE.

# fabrike su jedinke, a proizvodnja u fabrikama njihovo obeleZje
radnici <- read.table("radnici.txt")

head(radnici)

##  br_radnika proizvodnja
## 1 25 47.3
## 2 30 58.3
## 3 18 27.6
## 4 42 84.7
## 5 11 39.7
## 6 45 101.1
N <- nrow(radnici)

n <- 3

pop <- 1:N

Mi <- radnici$br_radnika

M <- sum(Mi)
psi <- Mi / M

set.seed(123)

uzorak <- sample(pop, n,

uzorak

##

t_hh <- mean(radnici$proizvodnjal[uzorak]/psi[uzorak])

[1] 6 1 4

t_hh

##

[1] 574.4978

T, psi)

7~

3AIOATAK 3.5. Jlara je momysamyja of 9eTHPH HpallyMe, IbAXOBE IMOBPIIMHE U 6POjeBH TUTPOBA

KOjU 2KUBE Y BUMA:

nparmyma  nosprmza (y km?)

6poj TUrpoBa

1 100 11
2 200 20
3 300 23
4 500 54

OuennTn yKynan Opoj TUIDOBa, OJPEIWTHU UCIIEP3Ujy Te OleHe W Hahu OleHy Te JIUCIep3uje aKo
j€ y30pKOBabe BPIIEHO Ca TMOHAB/HAIHEM CA BEPOBATHONAMA MPOMOPIIMOHATHIM TOBPIIMHE ITPAIITYMeE.

Kopucturu Hansen-Hurwitz-oBy oriemy.

PEIIEKE.

N <- 4 # prasSume cCine populaciju
n <- 2

Y <- c(11, 20, 23, 54) # obeleZje: broj tigrova
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Mi <- c(100, 200, 300, 500) # "welicéina" jedinke je poursina prasume
M <- sum(Mi)

psi <- Mi / M

uzorak <- c(1, 2) # odabrali smo jedan uzorak, reda Tad?

t_hh <- sum(Y[uzorak] / psil[uzorak]) / n

t_hh

## [1] 115.5

t <- sum(Y)

D_t_hh <- sum(psi * (Y / psi - t) ~2) /n

D_t_hh

## [1] 110.9333

ocena_D_t_hh <- sum((Y[uzorak] / psiluzorak] - t_hh) =~ 2) / (n * (n - 1))
ocena_D_t_hh

## [1] 30.25

SAOATAK 3.6. Ilonynanujy unnu 6a3a trees Koja caap:ku nojarke o 31 apsery. zabpaTu y3opak
ca ToHaBJbameM obuma 10 ca BepoBaTHOlaMa IPOMOPIMOHATIHAM 0o0uMy crabia (KosioHa Girth) m
OIIEHWTHU CPEJIbY BpemHOCT obesexja Volume kopucrehun Hansen- Hurwitz-oBy OIeHY.

data("trees") # baza postoji u okviru nekog od paketa u R-u
head(trees)

##  Girth Height Volume

## 1 8.3 70 10.3
## 2 8.6 65 10.3
## 3 8.8 63 10.2
## 4 10.5 72 16.4
## 5 10.7 81 18.8
## 6 10.8 83 19.7
N <- length(trees$Girth)
pop <- 1:N

Y <- trees$Volume

n <- 10

psi <- trees$Girth / sum(trees$Girth)
set.seed(123)

uzorak <- sample(pop, n, T, psi)
Y_sr_hh <- sum(Y[uzorak] / psiluzorak]) / (N * n)
Y sr_hh

## [1] 28.9406
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Bexx06e 4

KoiamyHn4yko onemuBame

4.1 HeomnxoaHo mpea3Hambe

Kosmmaanako onemuBame je TeXHWKa KOJOM MOXKEMO MOOOJBIIATH MPENU3HOCT OIEHa MocMaTpajyhu HEKO
TOMOXKHO obesiexkje X 0 Kome mmamo Buiite mHMOpMaImja. Jla 6MCMO KOPUCTUIN KOJAIHAYKO OIEHUBAHE
noTrpebHo je ja Be3a m3Mmehy obesnexja Y m momohmor obesnerkja X Oyme jauHeapHa W Jga MPOJa3u Kpo3
KOODJIMHATHY TOYeTaK (1a HeMa CJIODOIAH 9JIaH).

IIpermocrasbamo 1a ce BpemHocT obesexja X MOXKe OIPEIUTH HA IIPOU3BOJHHO] jEMHKH HA IOILYJIAIIAjH,
Kao U Jia 3HAMO TOTAJl Ty U IOILYJIAIUjCKY CPEIUHY M y.

Kopn kommanunykor onemnBarba buhie HaM 3Ha4YajaH 1 KOJMYHUK 00eJiexkja MoIryJjanuje:

T m
B= Y _"%Y
T™x Mx
4.1.1 KoanuyHnuko ornewmuBame Ha ocHOBY IICY 6e3 moHaB/bama

Yoynyhe hemo BpennocTn obesiexja X O3HAYABATH Ca Tq, Ly, ..., & BPEIHOCTH 0besiexja Y ca Yy, Yy, ...

TTocmarpajmo caga IICY 6e3 nonab/batba. KoImdHMYKa olleHa 3a mnapaMerap B je T3B. y30padyKu
KOJIMYHUK:

,?_
b= =2
Tx

Caza hiemo HaBecTH HeKe 0coOMHE OBe OIlEHe, Koje he OuTu u3BelleHe Ha IPEeIaBAbIMA.

~

V30padKku KOJUIHUK HUj€ HEIIPUCTPACHA OIEHA, AJIM ACUMIITOTCKH jecTe. 3a IbeHy JINCIIEP3Ujy U OIEHY
JHCIIEP3Nje BaXKM:

1 n 1 &
L ( N) 1 ;(y — Ba;)?
~ 1 n 1
Db%nm?x( N)nfl%;(yl_bmz)2
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3a KOJIMYHUYKY OLEHy IOIIyJIAlijCKe CPeINHe U HeHe OCOOMHE BayKIL:
N T —
my = bmy.

D}, = m%Db, Dm} = m2Db.

3a KOJIMYHUYKY OIeHY IIOIYJIAI[MjCKOr TOTaJja U HheHe OCOOMHE BaYKU:
or
Ty = bry.

D7, = 73Db, D# = r2Db.

Hu onena Torana Hu OleHa CpeIWHE HUCY HEIPUCTPACHE, AJIA jeCy aCHUMIITOTCKH.

4.1.2 KoOJIMYHUYKO OIlelhUBalkb€ HA OCHOBY Y30pPKOBalhba Ca HEjeJHAKUM BEpO-
BaTHohama mn36opa

Orene Koje ciiefie KOPUCTE Ce U KOJ| Y30PKOBarbha Ca IMOHAB/LAEM U KOJ| Y30PKOBarba 0e3 moHaBjbama. Ko-
JIMIHUYIKA OIEHA KOJUIHUKA 0besiexKja moImysiaumje je

~(Y
b= il _ Zies
;7:7(TX) Zies’ ™,

BES

(Y) (X)

rae cy Tr = u Tx  Horvitz- Thompson-oBe orieHe ToTaja OBa JiBa 00EJIEkKja.

Ouena b HEje HepuCTpacHa, ajid jecTe acUuMITOTCKU. Fbene ocobune cy

1 N1 m; % N T — T
LD = 2 21 = (y; — Bz;) JFE;T(%*B%)(%*B%)
1= T =1 j#i 7

Di~ |5 (- 2) -t + % (Wlﬁ =) = ) 0y by

i€S’ ji j

3a Ol€eHYy TOTaJia 1 HOHyJIaLLHjCKe cpeauHe BazKe ucTe CTBapu Kao KO/ TICY 6e3 nonasipama:

2P
Ty = bry.

D7l = 72Db, D7l = 72Db.

N T
my = bmy.

D} = m%Db, D} = m3Db.
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4.2 3Baganu

3AIATAK 4.1. VYser je mpoct ciiydajan y3opak 0e3 MoHaBbama oouMa 30 U3 BeJUKe IOILy/Ialje
u nobujenu cy momauu my = 5 u my = 18, rue je Y obesexje o unrepeca, a X nmomohno obesexje.
Taxobe, mo3uaTo je ma je Ty = 1891. Hahu oneny Konu4auka B ¥ KOJTMYHUUKY OIEHY CyMe oDesexja
Y.

PEIIEKE.

n <- 30

X_sr <- 5

Y_sr <- 18

t_X <- 1891

b <- Y_sr / X_sr
b

## [1] 3.6
t_Y ocena <- b *x t X
t_Y_ocena

## [1] 6807.6

3AIOATAK 4.2. Jara je momymnanuja o6uMa 4 u BpemHocTn obesiexkja Y Koje ce ucnuryje 1 momohnor
obesexja X:
X :3,5,7,9;

Y:1,2,2,3.

Ha ocHoBy mpocTux ciy4dajHux y3opaka 0e3 MmoHaB/baba 00UMa 2 U 3 UCIUTATU Ja JIU je KOJTUIHUIKA,
OIleHa, KOJIMIHUKA, ITOILYJIAINje HETPUCTPACHA.

\

PEIIEKE.

N <- 4

Y <- c(3, 5, 7, 9) # glavno obelezje

X <-c(1, 2, 2, 3) # pomoéno obelezje

B <- sum(Y) / sum(X) # koliénik populacije
B

## [1] 3

# uzorci obima 2:

# ima th 4 nad 2 = 6

X_na_uzorku_obima_2 <- list()

nl <- 2

for (i in 1:choose(4, 2)) {
X_na_uzorku_obima_2[[i]] <- combn(X, ni1)[, il

}

X_na_uzorku_obima_2 # Sme da bude ponavljanja! Ovo nisu indeksi.

## [[1]]
## [1] 1 2
##

## [[2]]
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## [1] 1 2
##

## [[3]]
## [1]1 1 3
##

## [[4]]
## [1] 2 2
##

## [[5]]
## [1] 2 3
##

## [[6]]
## [1] 2 3

Y _na_uzorku_obima_2 <- list()
for (i in 1:choose(4, 2)) {
Y _na_uzorku_obima_2[[i]] <- combn(Y, n1)[, il

}
p_uzorka <- rep(l / choose(4, 2), choose(4, 2))

Y_sr <- c¢() # ocene srednje vrednosti obeleZja Y na svakom od uzoraka
for (i in 1:length(Y_na_uzorku_obima_2)) {
Y_sr[i] <- mean(Y_na_uzorku_obima_2[[i]])
}
X_sr <- cQ
for (i in 1:length(X_na_uzorku_obima_2)) {
X_sr[i] <- mean(X_na_uzorku_obima_2[[i]])
}
b2 <- Y_sr / X_sr
E_b2 <- sum(b2 * p_uzorka)
E_b2 # E_ b2 = B, pa je u ovom slucCaju ocena b mepristrasna. Ovo u opStem slucaju ne wvaZi!

## [1] 3

X_na_uzorku_obima_3 <- list()

n2 <- 3

for (i in 1:choose(4, 3)) {
X_na_uzorku_obima_3[[i]] <- combn(X, n2)[, il

}

Y _na_uzorku_obima_3 <- list()
for (i in 1:choose(4, 3)) {
Y _na_uzorku_obima_3[[i]] <- combn(Y, n2)[, il

}
p_uzorka <- rep(1/choose(4,3), choose(4,3))

Y_sr <- c() # ocene srednje vrednosti obeleZja Y na svakom od uzoraka
for (i in 1:length(Y_na_uzorku_obima_3)) {

Y _sr[i] <- mean(Y_na_uzorku_obima_3[[i]])
}

X_sr <- cQ)
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for (i in 1:length(X_na_uzorku_obima_3)) {
X_sr[i] <- mean(X_na_uzorku_obima_3[[i]])

}

b3 <- Y_sr / X_sr

e_b3 <- sum(b3 * p_uzorka)

e_b3 # 1 ova ocena je nepristrasna

## [1] 3

3AIATAK 4.3. Ilate cy ciaenehe BpemnocTn:
IIKOJIA  OpOj Jlere Koja uMajy b n3 MareMaTuke OpOj IOCMATPAHUX Pa3pera

1 200 4
2 300 )
3 100 3
4 250 4

WcerpazkuBad »Kejn J1a TOCMAaTpPambeM IIpBe u Tpehie MIKoJie JoHece 3aK/bydak O YKYIIHOM Opojy Jere
KOja mMajy b m3 maremaruke. Vcrmuraru na Jin je KOJTUIHUIKA OIEHA KOja C€ KOPUCTHU HEIIPUCTPACHA
(axo ce kopuctu [ICY 6e3 nonassbara 06uMa 2), OIPEIUTU HEHY BPEAHOCT HA JATOM Y30DKY, & 3aTUM
YIOPEJIUTH ca OreHoM j1obujerom Ha ocHoBy 1ICY 6e3 monassbama ncror obuma. Koja je 60ma?

PEIIEKE.

pop <- c(1, 2, 3, 4) # Skole su jedinke populacije

N <-4

Y <- c(200, 300, 100, 250) # broj dece sa peticom iz matematike je obeleZje od interesa

X <- c(4, 5, 3, 4) # broj posmatranih razreda je pomoéno obeleZje

uzorak <- poplc(1l, 3)]

t_Y_ocena <- mean(Y[uzorak]) / mean(X[uzorak]) * sum(X) # kolicénicka ocena totala obeleZja Y
t_Y_ocena

## [1] 685.7143

N * mean(Y[uzorak]) # ocena totala obeleZja Y na osnovu psu bez ponavljanja

## [1] 600

# ispitujemo nepristrasnost kolicnicke ocene totala na osnovu PSU bez ponavljanja
n <- 2
X_na_uzorku_obima_2 <- list() # ima ih 4 nad 2 = 6
for (i in 1:choose(4, 2)) {
X_na_uzorku_obima_2[[i]] <- combn(X, n)[, i]

}

Y na_uzorku_obima_2 <- list()
for (i in 1:choose(4, 2)) {
Y na_uzorku_obima_ 2[[i]] <- combn(Y, n)[, il

}
p_uzorka <- rep(l / choose(4, 2), choose(4, 2))
Y_sr <- c¢() # racdunamo uzoralku sredinu obeleZja Y ma svakom uzorku

for (i in 1:length(Y_na_uzorku_obima_2)) {
Y_sr[i] <- mean(Y_na_uzorku_obima_2[[i]])
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}

X _sr <- cQ)

for (i in 1:length(X_na_uzorku_obima_2)) {
X_sr[i] <- mean(X_na_uzorku_obima_2[[i]])

}

b <- Y_sr / X_sr

t_X <- sum(X)

t_Y_ocene <- b *x t_X

t_Y_ocene

## [1] 888.8889 685.7143 900.0000 800.0000 977.7778 800.0000

E_t_Y_ocena <- sum(t_Y_ocene * p_uzorka)
E_t_Y_ocena

## [1] 842.0635

sum(Y) # dakle, ocena nije nepristrasna

## [1] 850

# Ocene poredimo na osnovu MSE. Bolja ocena je onma koja ima manju MSE
MSE_kol <- sum((t_Y_ocene - sum(Y)) ~ 2 * p_uzorka)
MSE_kol

## [1] 8721.55

sigma_2 <- var(Y) # populacijska disperzija obelezja Y
MSE psu <- N = 2 * (1 - n / N) * sigma 2 / n # MSE nepristrasne ocene je njena disperzija
MSE_psu

## [1] 29166.67
MSE_psu > MSE_kol # koliéniclka ocena ima manju MSE

## [1] TRUE

3A,H,ATAK 4.4. YV naroremu kol.txt maTu cy momamy 3a IPOCT CIydajaH y30pak 6e3 MOHAB/babA
obuma 100 u3 momynaruje oomma 530 y kome je Y obenexkje Koje ce ucnutyje, a X moMohHo oberexje.
Iloznaro je ma je momynanujcka cpeirba BpeaHocT obenexja X jemnaka 3.33.

(a) Haliu KoJmIHUYKY OIEHY Cpe/lthe BPEIHOCTH obesexkja Y.

(6) Ouenuru mucuepsujy pobUjeHe KOJIMIHUIKE OIEHE.

PEIIIEKE.

kol <- read.table("kol.txt")
head(kol)

## y X

## 1 0.88 5.12

## 2 0.88 6.72

## 3 0.55 0.96

## 4 0.44 6.48

## 5 0.22 7.36

## 6 0.66 4.64
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N <- 530
n <- 100
Y_na_uzorku <- kol$y
X_na_uzorku <- kol$x

# a)

b <- mean(Y_na_uzorku) / mean(X_na_uzorku)

Y sr <- b *x 3.33 # 3.33 je populacijska sredina obeleZja X
Y_sr

## [1] 0.5194961

#b)

# pratimo formulu

ocena_ D_Y_sr <- (N - n) * sum((Y_na_uzorku - b * X na uzorku) ~ 2) / (N * n *x (n - 1))
ocena D_Y_sr

## [1] 0.002255486

3AOATAK 4.5. V rpany koju nma 28753 nomahumacTaBa, Wb je a ce UCIUTA MPOCETaH PATyH 34
crpyjy. IllocmaTpana cy werupu joMahnHCTBa 1 3a0ejIeKeH je Opoj TIaHoBa, KA0 M PATIYHH 34 CTPY]Y
3a CBaKO OJf IbUX.

IIpso momahwmucTBO: 1 wnan, pauyH ox 1282 nunapa;

Ipyro nomahwuncrso: 3 wiana, pauys ox 4375 nuHapa;

Tpehe momahuacTBO: 2 Wwiana, padyn ox 2333 auHapa;

YerBpro nomahuucTBO: 4 wiaHa, padyH ox 5789 mumHApA.

Vkynau 6poj cranoBuuka rpasa je 70351. Hahu komuunnyky oreHy IpocedHOr padyHa 3a CTPYjy, Kao
U OlleHy Jmciiep3uje Te oreHe. KoJMKo je yKyIIHO HOBIA IIOTPOIIEHO Ha CTPYjy?

PEIIIEKE.
N <- 28753
n <-4

X_na_uzorku <- c(1, 3, 2, 4) # broj ¢lanova domacéinstva je pomoéno obelezje
Y_na_uzorku <- c(1282, 4375, 2333, 5789) # potrodnja novca je glavno obeleZje
t_X <- 70351 # populacijski total obeleZja X

# a)

b <- mean(Y_na_uzorku) / mean(X_na_uzorku)
Ysr<-bx*xtX/N

Y_sr

## [1] 3371.358

# b)
ocena D_Y_sr <- (N - n) * sum((Y_na_uzorku - b * X na uzorku) ~ 2) / (N *n *x (n - 1))
ocena D Y _sr

## [1] 26924.01

# c)
t_Y ocena <- b *x t X
t_Y_ocena
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## [1] 96936643

3AIATAK 4.6. YV gatorenu prodavnica.txt JaTu cy IoJany o JHEBHOj HETO 3apaIu 3a oApehenn
JaH y TOJIWHU, MOJAIM O [THEBHO] HETO 3apajy 3a UCTUA Taj HAH IPETXOIHE TOIWHE, KA0 U IOIAIN
o Opojy 3amociieHux y IpoiaBHUIM, 33 1534 mpojaBHuIE y jemHoM Hacesby. V3BajauTu y30pak ca
nonas/bambeM obuma 400, ca BepoBaTHOhaMa MMPOMOPIIMOHATHUM OPOjy 3aMMOCAEHUX, 1A KOJTUIHIIKOM
OIIEHOM OIIEHUTHU YKYIIHY HETO 3apaJly 3a CBe IPOJABHUIIE 33 JaH 3a KOJU Ce II0CMaTpa, aKo Ce Kao
moMoliHO obeJiexkje KopucTe 3apajie O MPETXOHe TOMMHe 3a UCTH JaH. V3padyHaTu IuCIEp3ujy Te

OIIEHE.
PEHIEILE.

prodavnica <- read.table("prodavnica.txt")
head (prodavnica)

## zarada br_radnika zarada_prethodne
## 1 148078.1 5 118462.5
## 2 146593.6 5 73296.8
## 3 156979.6 6 156979.6
## 4 144227 .4 5 129804.7
## 5 140885.8 5 140885.8
## 6 50300.9 2 50300.9

N <- nrow(prodavnica)

pop <- 1:N # populaciju Eine prodavnice
Mi <- prodavnica$br_radnika

psi <- Mi / sum(Mi)

n <- 400

# vadimo uzorak

set.seed(123)

uzorak <- sample(pop, n, T, psi)

pi_i <=1 - (1 - psi) = n # verovatnoée ukljulenja po jedne jedinke

Y <- prodavnica$zarada # glavno obelezje
X <- prodavnica$zarada_prethodne # pomoino obelezZje

uzorak_uq <- unique(uzorak) # za HT ocene nam treba skup S' (S bez duplikata)
t_ht_x <- sum(X[uzorak_uql / pi_iluzorak_uq]l)

t_ht_y <- sum(Y[uzorak_uq] / pi_iluzorak_uq]l)

b <- t_ht_y / t_ht_x

t_Y ocena <- b * sum(X)

t_Y_ocena

## [1] 248494061

# Racunamo disperziju ocene po formulz
B <- mean(Y) / mean(X)
D_t_ocena <- sum(((1 - pi_i) / pi_i) * (Y - B * X) ~ 2)
for (i in 1:N) {
for (j in 1:N) {
if (1 1= 3) {
pi_ij <- pi_ilil + pi_il[j] - 1 + (1 - psi[i] - psi[jl) " n
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D_t_ocena <- D_t_ocena +
(pi_ij - pi_ilil = pi_il[j1) / (pi_ilil = pi_il[j1)) * (Y[il - B * X[i]) =* (Y[j]l - B * X[jD)
}
}
}

D_t_ocena

## [1] 11717017347038
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Bexkbe 5

Perpecuono olniemuBame

5.1 HeonxomgHo npea3Hame

Perpecuono onemubame je TexHUKA KOja, TMOMYT KOJAIHIYKOT OICHIBakha, KOpucTu nmoMohno oberexje X 3a
TIpaBJbeIbEe OIEHA TTapaMeTapa y Be3n ca obesexkjem Y. U oBre mpeTmocTaBbhaMo J1a je Be3a 0Ba JIBa oberexja
jesHa paBa, aJu OBJle OHA HEe MOPa IPOJAa3uTh KPo3 KoopauHaTHE noverak. Ul oBre he 3a onemuBambme 6utn
HEOIIXOJHO 3HATH BPEIHOCT IOIYJIAIHN]CKOI TOTAJIA Ty U IIOIYJIAIM]jCKE CPEIHHE My .

Kaza y npuan nmamo (mpubinzKHO) JMHeapHy Be3dy JBa ofesiexkja, 9ecTo je o] HHTepeca MOCMATPATH BeJd-
YUHY KOjy Ha3uBaMO KOeUIMjEHT KopeJialuje:

_ Zj\il(% —my)(z; —my)
P (N —1oyox ’

rjie Cy 0y U Oy CTAHZADPIHA OJCTYylaba oBa JABa obesexja. I1ITo je |p| Guuxke jeauuuny, To je Beha suneapua
Be3a OBa JIBa obesexja.

Kajia nemamo Ha pacuoJiaramy 1ejy noiyianujy (momysanuje), KoeduiujenT KopeJialyje OlekbyjeMO OIleHOM:
Zies(yi —Y)(z; — X)

o (n—1)SySx 7

rje cy y mMeHnony (IonpasjbeHe) y30padke CTAHAAP/HE JeBHujanuje obesnexja (KOpeHn y30pPadKuX JUCHEp-
3uja).

VYKoamKo Ha OCHOBY y30pKa J100ujeMo Ja je Be3a Halna aBa obesexja mpubKHO guHeapHa (|| ~ 1), Moxkemo
KOPUCTUTHU PErPECUOHO OLEHHUBAIE.

Hakse, Mu heMo TPEeTIOCTaBUTH Ja 3a MOJATKE BaXKH Jia je

y; ~ By + B,

5.1.1 Perpecuono onemusBame Ha ocHOBY IICY 6e3 noHaB/bama - (J; HEIIO3HATO

Hakon 1mrro u3BydeMo mpocT ciydajaH y30pak 6e3 HoHaB/bamba S, IPBO MUTAE KOje Ce TOCTABIha jeCTe KAaKo
HA OCHOBY Ibera oueHutu napamerpe (B, u ;. CraniapiaH Ha4UH HA KOJU Ce MOI'Y HOOUTH Te OLeHe jecTe
MEeTOJ| HajMambuX KBAJIPATA.
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(BOa 51) = argmin Z(% — By — Brzy)*.

€S

3a oBe olleHe BaKu: o _

~ o, = X))y, =Y 2 e

l81 _ ZzgS( ¢ )(%2 ) _Y—/le
zies(xi _X)

Ouneny nosysanujcke cpejute obesexja Y caja MOXKeMO HOOMTU KaO CPEIUHY OLEH-EHUX BDPEIHOCTH §J; =

50 + Byz;. Jobuja ce na je
A=Y + B (my —X) =Y = B,(X —my).

OznauuMo

ad 2
Z (my + By (2, —mx)))",

k:

&.l\.‘z

2

(yk - <?+B1($k _Y)»

m
0

3a oueHy mir =Y + ﬁl (my — X) Baxkn Jla OHa HUje HEPUCTPACHA, a HeHa MPUCTPACHOCT jeTHaKa je

—COV(B17 X). AnpokcuManuja mene Jaucriepsuje je
2

g n
D‘““Qs—d(1——),
My n N

a OHa Ce Ollemyje ca

a S n
Dﬁz”:—e<1——).
g n N
Onena Totana dbopmupa ce Kao 74 = N, a 3a nucnepsujy u oneny aucrepsuje pazkuhe:

D! = N2Dinly, D7 = N*Dindy.

5.1.2 Perpecuono onemuBame Ha ocHOBY IICY 6e3 nmoHass/pama - [3; IO3HATO
Y ciydajy ma HaMm je mosHar koeduiujeHT [, OleHe U IUXOBE 0COOMHE HE3HATHO Ce Memajy. 3a OLEeHY
TIOIYJIAINA]CKE CPeJINHE KOPUCTUMO

miy =Y + B1(mx —X) =Y — (X —my).
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Onena MY =Y + B, (my — X) jecre nenpucrpacua. thena mucnepsuja jennaxa je

0'2 n
Dily = 74 (1~ )
Y=o N/’

a OHa ce OlEemYyje ca
—2

~ S n
Dy = 22 (1- ).
"y n N

Orena ToTasa dopmupa ce Kao 7 = N ﬁ@%ﬁ , & 33 JUCIEP3Ujy W OIEHY IUCIEep3uje BaxKuhe:

~lr 215 Ir Nalr 21,5 I
D7y = N“Dmy, D7y = N“Dmy.

Perpecuono onemuBame HA OCHOBY y30pKOBama ca HejeJHAKAM BepoBaTHONaMa m300pa jeMHKHU I0-
TIeJIaTA y MaTepujaanMa ca MpeaaBama, IMa, caMo jeaHa gpopmyiia.

5.2 3agamm

SAOATAK 5.1. V xpanuduxanmjaMa 3a eBpOICKO IPBEHCTBO yuecTBoBao je 40 ekumna. Opabpan
j€e poCT ciiyvajaH y30pak 0e3 MoHaB/baka o1 6 eKuIla U JaTh Cy TOJAIN O OPOjy MOCTUTHYTHUX KOIITEBa,
Ha 10 yrakMmuIa, Kao U KOIIapKalla y TUMY BHUIIUX O 2 MEeTpa.
Bpoj komesa: 451, 345,444,378, 399, 421.
Buim o 2m: 6,4,4,6,5,7.
ITosnaro je ma je ykymHo Ha TypHupy 211 wmrpada Bumwmx ox 2m. PerpecmoHoM MeTOIOM OIIEHUTH
YKyIIaH 6poj IMOCTUTHYTHX KOIIIEBA Ha JECET YTaKMHUIA, ako je [y:

(a) Henosmuar, 1j. omemyje ce U3 y30pKa;

(6) ITosuar u usnocu 3, = 20. Y oBoMm ciyuajy Haliu u oueHy Auciep3uje OleHe yKyIHOr 6poja

KOIIIEBA.

\.

PEIIIEKE.

N <- 40 # ekipe su jedinke

n <- 6

Y_na_uzorku <- c(451, 345, 444, 378, 399, 421) # broj koSeva na 10 utakmica je obeleZje
# od interesa

X_na_uzorku <- c(6, 4, 4, 6, 5, 7) # broj koSarkaSa visih od 2m je pomoéno obeleZje

t X <- 211

# a)

beta_1_ocena <-
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) * (Y_na_uzorku - mean(Y_na_uzorku))) /
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) ~ 2)

t_ Y 1r <-
N * (mean(Y_na_uzorku) - beta_1_ocena * (mean(X_na_uzorku) - t_X / N))

t_Y 1r

## [1] 16231.27

beta_1 <- 20
t_Y 1r <- N * (mean(Y_na_uzorku) - beta_1 * (mean(X_na_uzorku) - t_X / N))
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t_Y_ 1r

## [1] 16206.67

ocena D t Y 1r <-
N~"2% (1 -n/N) *x (1 /n)*x @/ (@m-1)) * sum((Y_na_uzorku - mean(Y_na_uzorku) -
beta_1 * (X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku))) ~ 2)
ocena D _t_ Y 1r

## [1] 381132.4

SAOATAK 5.2. McTpaxkupad ke Ja OleHH YKyHIaH 6poj pajHO CHOCOOHOr cTaHOBHUINTBA y 100
rpajioBa. Y jgaroTery stanovnici.txt Hamase ce mapoOpManmje o 6POjy PAIHO CIIOCOOHOT CTAHOBHU-
mrBa y 25 rpajoBa (IpeTrocaB/ba ce Ja je 0Baj y30pak n3abpaH Ha CIydajaH HAYMH Oe3 IOHABIbAIbA).
IIpBa kos0HA mpemcTaB/ba MOJATKE NMPUKYIJbEHE IIPE O MOJIMHA, & JIpyra IOJATKe KOjU Ce OIHOCE Ha
oBy rojuuy. Ilo3Haro je ma je mpe 5 roguna 6mio ykymHo 168740 paiHO CIOCOOHUX CTAHOBHUKA y OBUX
100 rpagosa. Halin perpecnony onery (OBOTOAMIIEGET) YKYITHOI GpOja PAJIHO CHOCOGHUX CTAHOBHUKA.

PEIIEWE.

stanovnici <- read.table("stanovnici.txt")
head(stanovnici)

##  pre_b_godina ove_godine

## 1 18 25
##t 2 30 48
## 3 42 35
## 4 125 180
## 5 73 80
## 6 69 70

N <- 100 # populaciju cine gradovi
n <- 25 # u uzorak je izabrano 25 gradova
Y_na_uzorku <- stanovnici$ove_godine # glavno obeleZje
X_na_uzorku <- stanovnici$pre_5_godina # pomoéno obelezZje
t_X <- 168740
beta_1_ocena <-
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) * (Y_na_uzorku - mean(Y_na_uzorku))) /
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) ~ 2)
t_Y_ 1r <-
N * (mean(Y_na_uzorku) - beta_1_ocena * (mean(X_na_uzorku) - t_X / N))
t_Y_ 1r

## [1] 188453.5

~

3AIATAK 5.3. Tect u3 MaTeMaTUKe Ha IIPUJEMHOM Y JEIIHO] MIKOJIH MOJIArajo je 486 y4enuka, Koju
Cy 3aTUM IOJIATaJH TeCT m3 CpIicKor. [IpocTuM cirydajHIM y30pKOBameM 0e3 MOHAB/hama 01abpaHO
je 10 crynenara u 3abesexkeH je \UXoB Opoj moena Ha 06a Tecta. [To3HaTO je /ma mpocevaH 6Poj moeHa
Ha TecTy u3 MareMaTuke 3a cBux 486 yuenuka jemnak 52. Ouenurn mpocedas O6poj MOEHa U3 CPIICKOT
PErpecroHOM OIIEHOM, aKO Cy J00MjeHu cemenu momarm:

Cpucku: 65, 78,52,82,92,89, 73,98, 56, 75.

Maremaruka: 39,43,21,64,57,47,28,75,34,52.
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PEIIEKE.

N <- 486 # studenti su jedinke
n <- 10
m_X <- 52
X_na_uzorku <-
c(39, 43, 21, 64, 57, 47, 28, 75, 34, 52) # poeni iz matematike su pomocéno obeleZje
Y _na_uzorku <-
c(65, 78, 52, 82, 92, 89, 73, 98, 56, 75) # poeni iz srpskog su glavno obeleZje
beta_1_ocena <-
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) * (Y_na_uzorku - mean(Y_na_uzorku))) /
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) ~ 2)
Y sr_ 1lr <-
mean(Y_na_uzorku) - beta_1_ocena * (mean(X_na_uzorku) - m_X)
Y sr_1r

## [1] 80.59337

3AIATAK 5.4. Uz nakera ISLR yumratu 6a3y Auto y Kojoj cy mare mHbopMamdje o 392 Bosuia.
Obesexkje o1 MHTEPECA je TexKMHA Bo3wia (KojoHa weight). I[IpoBepuru na jin mMa cMUCIA TPaXKU-
TH PErPeCUOHY OIleHY IIOIyJIalljCKe CPeJbe BPeIHOCTH obeslexkja weight mpeko Hekor o ciefehux
obesnexja: mpg, cyllinders, displacement, horsepower, acceleration.

Mseamuru [ICY 6e3 monaspama obuma 100 u Haliv perpecuoHy OIeHYy TOITYJIAIIjCKE CPEIEE BPEIHO-
cTu obesexja weight nMpeko KOPUCHHUX ITOMONHUX ObOeJiexKja.

PEIIIEKE.

library(ISLR)
library(corrplot)

data <- Auto
head (Auto)

## mpg cylinders displacement horsepower weight acceleration year origin

## 1 18 8 307 130 3504 12.0 70 1

## 2 15 8 350 165 3693 11.5 70 1

## 3 18 8 318 150 3436 11.0 70 1

## 4 16 8 304 150 3433 12.0 70 1

## 5 17 8 302 140 3449 10.5 70 1

## 6 15 8 429 198 4341 10.0 70 1

## name

## 1 chevrolet chevelle malibu

## 2 buick skylark 320

## 3 plymouth satellite

## 4 amc rebel sst

## 5 ford torino

## 6 ford galaxie 500

# sada cemo ispitatt da li postoji linearna zavisnost tzmedu weight © ostalih obeleZja

corrplot(cor(datal,c("mpg","cylinders", "displacement", "horsepower", "weight",'"acceleration")]),
"number")
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E — c

@ o S

o 5 3 z

Q Q o — Ioh)

o] © ) < ~

> = a 0 2 3
£ & 5 2 = 2 .
mpg | 1.00 -0.78 | -0.81 | -0.78 -0.83 0.8
. 0.6

cylinders | -0.78 ' 1.00 | 0.95  0.84 | 0.90  -0.50
+0.4

displacement | -0.81  0.95 1.00  0.90 0.93 -0.54 | [0-2

horsepower | -0.78  0.84  0.90 1.00 0.86 -0.69 | | g2

—0.4

weight -0.83 | 0.90 | 0.93  0.86 1.00
0.6
acceleration ~0.50 | -0.54 | -0.69 1.00 |08
-1

Buaumo 1a je weight majsumie kopesucana (|p| je najselie) ca kosionom displacement, a 3aTUM U Ca KOJIOHA~
ma cyllinders, horsepower u mpg. Cienehu koedurmjent Kopeanumje je oHaj ca KOJIOHOM acceleration u
IEr0OBa alCoJyTHA BpeaHOCT je jemnaka 0.42, mro je maso. Mu hemo ce omyryanTu 12 Ham noMohHo obesiexje
Oyne displacement, Kao OHO KOje je HajBUIlE KOPEJIMCAHO ca 0besiekjeM OJf HHTEPeca

Pasmuciutu (He Tpeba 3a MCIUT) Kako OU Ce BUIE KOJOHA MOIVIO KOPHCTHTH 3a MOGOJbIIAIE Ca-
3Hama 0 00eJieXkKjy o mHTepeca. a i 6u OBJle UMAJIO CMUCIa UCKOopucTuTh cBa 4 o cyllinders,
displacement, horsepower, mpg? Kakse cy muxose mehycobne kopesramnuje?

N <- nrow(data)

pop <- 1:N

Y <- data$weight # glawvno obelezZje

X <- data$displacement # pomocno obeleZje

set.seed(123)

n <- 100

uzorak <- sample(pop, n, replace = F) # vadimo PSU bez ponavljanja obima n
Y _na_uzorku <- Y[uzorak]

X_na_uzorku <- X[uzorak]

beta_1_ocena <-

sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) * (Y_na_uzorku - mean(Y_na_uzorku))) /
sum((X_na_uzorku - mean(X_na_uzorku)) ~ 2)
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Y _sr_1lr <-
mean(Y_na_uzorku) - beta_1_ocena * (mean(X_na_uzorku) - mean(X))
Y sr_1r

## [1] 2964.553

mean(data$weight) # prava vrednost parametra koji nas interesuje

## [1] 2977.584

mean(Y_na_uzorku) # da smo koristili klasiénu ocenu

## [1] 3126.17

3AIATAK 5.5. Ha nomynanuju oz 10 jeuHKu 1aTe Cy BPEIHOCTH INIABHOT 00esexja Y u moMmohnor

obenexja X.
Y : 0.23,0.74,—0.18,0.31,0.14, 0.38, —0.39, 0.90, 0.7, 0.12

X : 0.56,1.74,—0.33,0.95,0.4,0.93, —0.72, 2.04, 1.59, 0.63.

Ja ju bucre pe KOPUCTUIIM PETPECHOHO MJIA KOJTUIHUIKO OIEFHbUBAIHE /14 OMCTE OIEHUIIN ITOIYJIAIIN]-
CKH TOTaJT Ty ! VcOWTaTn HENPUCTPACHOCT KOJIMYHUYKE W PErPECHOHE OIEHE IIOMYJIAIMjCKOr TOTAJIA
obesiexkja Y ¥ yIIOPEIUTHU HUXOBE CPEIHEKBAIPATHE IPEIIKE.

PEIIEKE.

N <- 10

pop <- 1:N

n <- 2

X <- ¢(0.23, 0.74, -0.18, 0.31, 0.14, 0.38, -0.39, 0.90, 0.7, 0.12) # pomoéno obelezZje
Y <- ¢(0.46, 1.64, -0.43, 0.85, 0.3, 0.83, -0.82, 1.94, 1.49, 0.53) # glavno obelezje
cor(X, Y)

## [1] 0.9932019

Bunumo na je muneapHa Be3a ryiaBHOr u HoMONHOr obesiexkja Beoma jaka (KoeduujeHT Kopesalyje je CKopo
na 1), mro 3HaYM Ja MOXKEMO KODHUCTHTH pPerpecuoHy oleHy. Ilurame je joum Jia ju MOXKEMO KOPDUCTHTH U
KOJIMYHUYKY OIIeHY. YKOJIMKO IIPaBa 3aBUCHOCTH MIPOJIA3U KPO3 KOODJIMHATHU TIOYETaK OHJIA MOYKEMO, MHAYTEe
we. OBo fiemo yrBpauTH rpadudKy.

plot(Y ~ X, 16)
points( 0, 0, 16, "red") # koordinatni pocetak
abline(lm(Y ~ X)) # linearnoregresiona prava
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Bummo 1a mpaBa Kojy 1aje muHeapHa perpecuja He OJCTYIIa IPEBUIIE 0] KOOPIMHATHOT MTOYETKA, TTa MOKEMO
KOPHUCTHUTHU U KOJMIHUIKY OIIEHY.

To mTo oBa mpaBa He JIeXKW CABPIIIEHO Ha I[PBEHO] TaYKU He Tpeda MPEBUINE 1a HAC OpWHE, jep JTrHe-
apHa Be3a Ha [IOJAIlMa HUKAIa HUje caBpuieHa, Beh yBek npubimxkaa. Ko xesn, MoXKe ce mpuceTnTn
na je Ha kypcy Crarucruka pahena JuHeapHa perpecuja, u Ja MOCTOje CTATUCTHIKKA TECTOBU KOjUMA
ce Tecrupa ma ju je By = 0. OBue he TecT 3aucra IOKa3aTH Ja je TO CIy4aj.

Cagia ipesia3auMo Ha JIPYTHU J1€0 3aaTKa, UCIUTUBAE HEITPUCTPACHOCTHU OIEHA U Hopeheme cpeImheKBapaT-
Hux rpemaka. To je Beh Bubjer mocrymak.

# Pravimo funkcije koje uzmu uzorak, a vrate odgovarajulu ocenu
t_Y_kol_ocena <- function(uzorak) {
b <- mean(Y[uzorak]) / mean(X[uzorak])
t_Y ocena <- b * sum(X)
return(t_Y_ocena)
}
t_Y_reg_ocena <- function(uzorak) {
beta_1_ocena <-
sum((X[uzorak] - mean(X[uzorak])) * (Y[uzorak] - mean(Y[uzorak]))) / sum((X[uzorak] -
mean (X [uzorak])) ~ 2)
t_Y ocena <- N * (mean(Y[uzorak]) - beta_1_ocena * (mean(X[uzorak]) - mean(X)))
return(t_Y_ocena)

}
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uzorci <- list()

p_uzorka <- rep(1l / choose(N, n), choose(N, n))

t_Y_kol_ocene <- c()

t_Y_reg_ocene <- c()

# sada ¢éemo za svaki PSU bez ponavljanja izracunatt regresionu 7 kolicnicku

# ocenu populacijskog totala

for(i in 1:choose(N, n)) {
uzorci[[i]] <- combn(pop, n)[, il
t_Y_kol_ocene[i] <- t_Y_kol_ocena(uzorcil[[i]])
t_Y_reg_ocene[i] <- t_Y_reg_ocena(uzorcil[[i]])

}

E_t_Y_kol <- sum(t_Y_kol_ocene * p_uzorka)

E t_Y kol

## [1] 6.072818

E_t_Y_reg <- sum(t_Y_reg_ocene * p_uzorka)
E_t_Y_reg

## [1] 6.332562

barplot(c(sum(Y), E_t_Y_kol, E_t_Y_reg)) # Obe su pristrasne, manju pristrasnost ima rTegresiona

# Srednjekvadratne greSke
MSE_kol <- sum((t_Y_kol_ocene - sum(Y)) ~ 2 * p_uzorka)
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MSE_kol

## [1] 8.302556

MSE_reg <- sum((t_Y_reg_ocene - sum(Y)) ~ 2 * p_uzorka)
MSE_reg # manju srednjekvadratnu gresku ima kolicnicka ocena

## [1] 13.13915

Y 0BOM 3a/IaTKy pErpecuoHa OIIEHA je UMAJIa Maky MPUCTPACHOCT, aau Ulak Belly cpeameKkBaIpaTHy
rperiKy o Koaugaudke. Jemy je jemraka pasziuka MSE — bias?
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Bexxkbe 6

CrparudukoBaH y30pakK

6.1 HeomnxoaHno nmpeasHame

Nneja crparndukoBaHor y30pKa jecTe Ja ce IOIyJanuja 1mogean Ha MelycoOHO TUCjyHKTHE CKYIIOBe, TaKO
Jla Cy jeJIMHKE YHyTap jeIHOr OJ TUX CKyloBa MehycoOHo ciudne (y CMUCIY IMOCMATPAHOr 00esiexkja), JOoK
Cy jeJIMHKE M3 Pa3/IMYNTUX CKYyIoBa MehycoOHO passnunTte. TakBu CKYIIOBH 30BYy Ce CTPATYMHU, I1a OTy/Ia U
Me y30pKa - CTpaTU(UKOBAH y30paK.

IIpernocraBumo Ja je momysaryja nojesbena Ha L crparyma. 3 cBakor o crparyma BajuhieMo y3opak
110 »K€/bEHOM TIJIaHy y30pKOBaiba, U TAKO NeMo m0OWTH: CTpaTH(UKOBAH CIydajaH y30pak 0e3 MOHAB/hAIba,
crpaTudUKOBaH CIy4ajaH y30PaK Ca IIOHABJHAEM, UT/I.

3axTeBaMO Ja Cy CTPATyMHU JIUCJyHKTHH U Jia TOKPUBAjy ey mnomyianujy. Takobhe, 3axTeBamMo u ma ce y
CBaKOM CTpaTymy Haly Oapem [Be jeaumHKe, KaKo O MOCTOjajia MOTyNHOCT CaydajHOr omabupa y30pKa u3
crparyma. Casa hemo yBecTn HeKe CTaHJAP/HE O3HAKE KOje ¢e KOPHUCTE MPU CTPATHMUKOBAHOM Y30PKOBAbY:

e [ - ykymaHu 6poj cTparyma;

e N, - 6poj jemuuku y h-tom crparymy, h € {1,2,...,L};

e y,; - BpeaHocr obesiexja i-Te jemunke h-tor crparyma, i € {1,2,..., N, };
e 1, - 6poj jenWHKH Koje ce OHpajy y y30pax u3 h-Tor crparyma,;

Nh
® 7, =" Yp; - TOTAM h-TOT CTPaTyMA;

N,

e m;, = Nih >,y Ypi - cpeauna h-Tor crpaTyma;
o 02 =t N’L( —my,)? - mucnepsuja h-tor crpaTyma
h — N,—1 i=1 Yni h A p34u) paTyMa.

SaapxkaBajyhu crape o3nake: N 3a BeJIMYUHY IOIYJIAIUje, N 38 BEJIMYNHY y30DKa U Ty 3a IHOIYJIAINjCKH
TOTAJI, UMaMO JIa BaXKu Jia je

L L
N:g Ny, nzg ny,, TY:E Th-
h=1 h=1

6.1.1 CrparndukoBaH cirydajaH y30pakK

CrparudukoBaH caydajaH y30pak J00HjaMo TaKO IITO M3 CBAKOI CTPATyMa BaJMMO IIPOCT CIIydajaH y30pak,
pu deMy cy Baherba U3 pasjimauTUX CTpAaTyMa He3aBHUCHA. JACHO je J1a y OBOM CJIy4ajy MOXKEMO Pa3IMKOBaTH
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cTpaTndUKOBAH CIIyYajaH y30pak 0e3 MOHAB/baIba U Ca IMOHAB/barba. O3HAYNMO ca S, CKYyI jeIUHKH KOje Cy

—2
yluie y y3opak u3 h-tor crparyma, a ca S, (Iomnpasibeny) y30padky JUCIEp3u]y y30pKa u3 h-Tor crparyMa.

3a crpaTuduKoBaH ciydajaH y30pak 0€3 IIOHaBJbamka HEIPUCTPACHA OIEHA IOILYJIAIIjCKOr TOTaIa
JaTa je ca

P L
,i*_is/tr — Zthh = ZZthi Z Ynk-
h=1 h=1

h kes,

3a mucrep3ujy OBe OllEHE BaXKM J1a je

L 2
D%str_ZNgo-h< . nh)
Y — ’
— n N,

a HEIPUCTPACHA OIleHa OBE JIUCIEP3Uje je

=2
f)i:str_zL:NQi ( _nh>
Y — h .
— n N,

Hemnpucrpacua orena nory/annjcke cpeJinHe U meHe 0COOMHE JaTe Cy Ca:

~str ~str N astr
ﬁ,Lstr _ Ty Dfnstr _ DTY ﬁﬁzStT _ DTY
Y — N ) Y — N2 ) Y — N2

3a cTpaTndUKOBaH CIydajaH y30pak ca IIOHABJbAEEM HEIPUCTPACHA OIEHA IOIYJIAINjCKOT TOTAJIa
Jara je ca

L
~str E =
TY = thh o
=1
Hucnepsuja Te oneHe jeaHaka je

L
D7 = Z Nh(Nh—_l)UIZz.
h=1 n

Henpucrpacua orena Te aucnepauje je
L 2*2
~ N7S
~str E h~h
DTY = T
h=1 h

OreHa momyJaIujcke Cpeiie, Kao U BbeHa IUcrep3uja, 1o0ujajy ce Ha HaunH anajoran onom y CCY
6e3 MOHABJHAHA.

6.1.2 OpapebuBame odbuma CCY 0e3 noHaB/pama 10 CTPATyMUMAa

Hexa wmmamo crparuduroBano ciaydajHo y3opkoBame. lIpmponno ce namehe nurame kako wusabparu
Nq,Ng,...,N; TAKO Ja OleHa OyJse mro 60sba. Y 3aBHCHOCTH OJf TOTA IITA OJ] OIEHE TPayKUMO, UCTHIY Ce
pa3/IMYUTH TUIOBU Ofabupa obuma.
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IIponopumonasiHu n3b6op odbuma
Kox oBor merona 6poj jenwHku Koje ce Oupajy y y30pak u3 CBaKOT CTPATyMa je MPOIOPIMOHAJIAH OpPOjy

JEIMHKN y CTpaTyMy:

M _fe M

N, N, N, N’
OJIaKJIE BUJIUMO JIa j€ Ny, = %N - JacHo, gecto he ce mecuTu na oBO Huje 1e0 6Poj, Te heMo Tana 3a0KPYIybU-
Baru, naszehu fga y 36upy u majbe 100ujeMo KeJbeHu 00UM.

Huje temko yountu fa ce y 0BOM CJIydajy OIEHEe TOMYyJIAINjCKe CPEINHE U TOMYJIAIN]CKOT TOTAIa PATyHA]Y
kao u xkox IICY 6e3 nonassbarba.

OBaj MeToJ, OYKeJLHO je KOPUCTUTH KaJa je Jucrnep3uja obesiexkja 1Mo CTpaTyMuMa TPUOJIMKHO jeTHAKA.

Ontumasau n3dbop obuma

WsBnagerse y3opka, remepanno ropopehn, nsuckyje neke tporkose. Ca ¢, heMo 03HAYNTH TPOILIKOBE UCTPAa-
JKUBAMba KOJU Cy CTAJHM U He 3aBHCE O]l TOra KOJIMKO jeJUMHKHU U omakie y3opkyjemo. Ca ¢; o3xHaumhemo
TPOINAK IO jeIUHKU U3 h-TOr cTparyMa.

Tama ce yKynHEI TPOIIKOBHU IIPH IIEJOM IIPOIECY Y30PKOBAKA MOTY M3PA3UTU Kao

L
C=cy+ Zchnh.
h=1

ITuse mame onewne je ma uma mTo Mamwy auctep3ujy. Jlakse, Mu 3a1paBo perraBamMo ONTUMUASAIMOHU TPOOJIEM

L
min D7, npu ycaosy C = ¢, + E Cpnp-

(nlvm’nh,) h=1

JpyruMm peunmma, yHampej 3HAMO KOJMKO HOBIA Tpeba Ja MOTPOIIMMO HA MCTPaXKUBAe U Ca TUM HOBIEM
Tpeba 1a ,m3By4eMo’’ Hajbosby Moryhy OIeHy.

- )

Mozke ce mokasaTH Ja ce MPW OBOj MUHUMU3AIU]H TO0Wjy BPEIHOCTH

(C —cp) thah
- % he{1,2..,L}
Zk:1 \/QNka

. . L
YKymam o6uM y30pKa KOji OBJIe KOPHCTHMO jecTe n = " | 1.

np,

Ontumannau HejmanoB n3bop odbuma

AKO IIpeTnocTaBUMO Ja Cy TPOIIKOBHU IIO jeIWHKU jeJHAKU 32 CBAKH CTPATYM, OTHOCHO JIa j€ C] = Cq = -+ =
¢y, = C, IPETXOJHU METOJ| C€ CBOIU HA HAJIAZKEIHE N, ..., Ny MUHUMH3AIUjOM JUCIEP3Uje OLEHE TOTAJIa KaJa
HaM je 0OMM y30pKa YHAIIpesd JaT U U3HOCU N = Nq + -+ + np,.

51



VY oBoj curyanuju jobuje ce

Nyoy,

TR pef1,2,..,L}.
L b) b b b)
Zk:1 Nyoy,

nh:n

6.2 3amain

3AIATAK 6.1. TMomynamuja on 6 jeMHKE MOTEJbEHA je HA 2 CTPATyMa, TAKO Jia Cé y MTPBOM HaJIa3e
jemmuke ca BpemHocTuMa obesexja 0, 1 u 2, a y apyrom jemgumeke ca BpeanocTuMma obenexja 4, 6 u
11. ¥V crpatudukoBan y30pak Cy METOJIOM IIPOCTOr CIYyYajHOT Y30PKOBarma 0e3 IMoHAB/bamka n3abpane
jenuHKe ca BpemHocTuMa obesexkja 0 m 2 u3 mpsor crparyma, a 6 u 11 u3 apyror.
(a) OmpemuTy OLEHY CpEIbe BPEIHOCTU OOEJIeXkK]ja IOIyJIaluje, JUCIEP3U]y T€ OLEHE W OIEHY Te
JHcIIep3uje.
(6) Yuopenuru nobujeHy OLEHY Ca OLEHOM CPEIH€ BPEIHOCTH IIPEJIOXKEHE KOJI [IPOCTOT CJLyIajHOr
y30pKOBama 0e3 MOHAB/bAIbA.
(B) OnennTn ykynHy cymy obesiexkja MOIysanuje, TUCIEP3K]y Te OIeHe W OLEHY Te JUCIep3uje Ha
OCHOBY JI00MjeHOT CTPaTu(UKOBAHOI Y30PKa.

PEILIEKE.

N <- 6

Y_strl <- c(0, 1, 2)

Y _str2 <- c(4, 6, 11)

N1 <- N2 <- 3

Y na_uzorku_iz_strl <- c(0, 2)
Y na_uzorku_iz_str2 <- c(6, 11)

nl <- 2
n2 <- 2
n <-4
# a)

mY_str <- (N1 * mean(Y_na_uzorku_iz_strl) + N2 * mean(Y_na_uzorku_iz_str2)) / N
mY_str

## [1] 4.75

sigma_2_strl <- var(Y_strl)

sigma_2_str2 <- var(Y_str2)

D_mY_str <- (N1 = 2 * sigma_2_strl / nl * (1 - nl / N1) + N2 ~ 2 x sigma_2_str2 / n2 *
(1-n2/0N2) /N~ 2

D _mY str

## [1] 0.5833333

S_2 strl <- var(Y_na_uzorku_iz_strl)
S_2 str2 <- var(Y_na_uzorku_iz_str2)
ocena_ D mY_str <-
(N1 ~2 %S 2strl /nt * (1 -nl /N1) + N2~ 2 % S 2 str2 /n2 * (1 -n2 / N2)) /N~ 2
ocena_ D mY_str

## [1] 0.6041667

52



#b)

# Znamo da ocene poredimo u srednjekvaratnom smislu. Kako se i stratifikovana ocena
# 1 ocena mna osnovu PSU nepristrasne, njthove srednjekvadratne gresSke su jednake

# njihovoj disperziji.

sigma_2 <- var(c(Y_strl,Y_str2))
D_Y_sr <- sigma_2/n*(1-n/N) # disperzija ocene populacijske sredine na osnovu PSU
D_Y_sr

## [1] 1.366667

D_Y_sr > D_mY_str # dakle, stratifikovana ocena je bolja jer ima manju MSE

## [1] TRUE

#v)

t_str <- N * mY_str
t_str

## [1] 28.5

D_t_str <- N72%D_mY_str
D_t_str

## [1] 21

ocena D _t_str <- N = 2 * ocena_D_mY_str
ocena_D_t_str

## [1] 21.75

3AOATAK 6.2. Hcnuryje ce 6poj IpeTpUYaHuX MeTapa yYeHUKa jeJHOT paspea Ha 9acy (pU3MIKOr
BactuTama. ¥ paspeny nma 112 ygennka, ox gera 59 mepojunia u 53 medaka. [locmarpano je 7 nedaka
" 8 JIeBOjUAIIA.

Heuaamu: 879, 810, 789, 567,900, 870, 777.

Heojumrie: 450,234,679, 456, 239, 555, 560, 467.

(a) Kopumliemem crparnduKoBaHOr y30pKa y KOMe Cy YYEHHIM DasBPCTAHU y CTPATyMe HpPeMa
ITOJTy OLEHUTH yKyTaH OpOj MeTapa Koje Cy IpeTpuaJia Jera TOr pa3peia U OIEHUTHU JTUCIIeP3U-
jy Te omeHe. 3aTUM yPAJWTH UCTO KOPUIINEHEM OIEHA MPE/JIOXKEHUX KOJ[ IIPOCTOr CJIyYajHOT
Y30pKOBama 0€3 MOHABIHAHA.

(6) OmnennTtn npocevan 6poj MPETPIAHAX METAPA W ONEHUTH JUCIIEP3K]jy Te OlleHe, Takohe Kopumrhe-
IbEM CTPATU(PUKOBAHOT Y30PKa.

PEIIEKE.

N <- 112

# devojcéice 1 decCact su u dva razlilita stratuma

N_decaka <- 53

N_devojcica <- 59

uzorak_decaci <- c(879, 810, 789, 567, 900, 870, 777)
uzorak_devojcice <- c(450, 234, 679, 456, 239, 555, 560, 467)
n_decaka <- 7

n_devojcica <- 8

n <- 15
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# a)
t_str <-

(N_decaka * mean(uzorak_decaci) + N_devojcica * mean(uzorak_devojcice))
t_str

## [1] 69184.43

S_2_decaci <- var(uzorak_decaci)
S_2_devojcice <- var(uzorak_devojcice)
ocena_D_t_str <-
N_decaka ~ 2 * S_2 decaci / n_decaka * (1 - n_decaka / N_decaka) +
N_devojcica = 2 * S_2_devojcice / n_devojcica * (1 - n_devojcica / N_devojcica)
ocena_D_t_str

## [1] 13387712

# ocena totala ma osnovu PSU
t_ocena <- N * mean(c(uzorak_decaci, uzorak_devojcice))
t_ocena

## [1] 68932.27

S_2 <- var(c(uzorak_decaci, uzorak_devojcice))
ocena D t ocena <- N~ 2*xS 2 /n* (1 -n/N)
ocena_D_t_ocena

## [1] 35409384

# b)

mY_str <- t_str / N

mY_str

## [1] 617.7181

ocena_D _mY_str <- ocena D_t_str / N ~ 2

ocena_D mY_str

## [1] 1067.26

~

3AOATAK 6.3. Tonynanuja je momesbena Ha Tpu cTpaTyma [uje cy eamanne N, = 123, N, = 102
u N, = 180 u oxnrosapajyhe mucnepsuje obesexja cy o2 = 116, o5 = 143 u o2 = 170.
(a) Axo ce 6upa crparudukoBan y3opak obuma 10, ofpenuTy BeJMUUHY y30pKa KOjU Ce Baayu U3
CBaKOI' cTparyMa Kopucrelin mpomoprimoHaann u300p y30pKa,
(6) Ako ce 6upa crparuduroBan yzopak obuma 10, ofpejuTH BeJUUUHY Y30PKa KOJU Ce BaIu U3
cBakor crparyma kopucrehu Hejmanos onrumasnun n3bop y3o0pka.

PEIIIEKE.

Ni <- c(123, 102, 180)
sigma_2_i <- c(116, 143, 170)

n <- 10
N <- sum(Ni)
# a)

# proporcionalnt izbor
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n_prop <- round(n * Ni / N)
n_prop

## [1] 33 4

sum(n_prop) # mora biti jednaka n, u suprotnom neki od ni,n2 % n3 smanjimo ili poveéamo

## [1] 10

#b)

# Nejmanov tzbor

n_Nejman <- n * Ni * sqrt(sigma_2_i) / sum(Ni * sqrt(sigma_2_i))
n_Nejman <- round(n_Nejman)

n_Nejman

## [1]1 325

sum(n_Nejman) # opet proverimo, dobro je

## [1] 10

3AIOATAK 6.4. 3a ucnurupame IpocedHe HejleJbHe HOTPOIIhe GeH3MHA TpaJ, je oje/beH Ha 4 Jea,
KOju ce mocMaTpajy Kao crparymu. Mzsalen je crparudukoBan ciaydajan y3opak (6e3 noHaBbama) u
zabeJiezkeHa je IoTpolIma GensuHa (y JUTPpUMa) 33 MPOTEKJLy HeZesby KOJ CBAKOD BO3ada U3 y30PKA.
Hobujenun cy cmemehn momarm:
Crparym 1: Ny = 3750, m,; = 12.6;
Crparym 2: N, = 3272, m, = 14.5;
Crparym 3: Ny = 1387, my = 18.6;
Crpatym 4: N, = 2475, m, = 13.8.

(a) OueHuTyu HPOCEUHY HE/EJbHY IOTDPOIIY 33 LE0 IPAIL.

(6) Ako Tpeba nzabparu crparuduKoBaH ciydajaH y3opak obuma 1000, ogpeanTu BeJInIuHy y30pKa

KOjU Ce BaJI U3 CBAKOT CTpaTyMa Kopuctehu mpornoprimoHaHn u300p.

PEIIEKE.

Ni <- c(3750, 3272, 1387, 2475)
Y _sr_i <- c(12.6, 14.5, 18.6, 13.8)

# a)

N <- sum(Ni)

mY_str <- sum(Ni * Y_sr_i) / N
mY_str

## [1] 14.20867

#b)

n <- 1000

n_prop <- round(n*Ni/N)
n_prop

## [1] 345 301 127 227

sum(n_prop) # provera
## [1] 1000
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SAAATAK 6.5. CpeamolmKomy ¢y MOJEe/beHU y TPU IPyIe MO YCIexy y IIKOJUA Ca IAJbEM JI1a
Ce WCIHTA KOJMKO Cy 3aMHTEPECOBAHU 3a mo3opuinre. ¥ ¢ajiry posete.txt matu cy nojgamm o 6pojy
[10CeTa MO30PUIITY 3a YIEHUKE TOKOM T'OJUHY JaHa, KA0 U KOjoj TPYIIH II0 yciexy npunaajy. zabparun
crpaTudUKOBaHU y30pakK 0e3 moHaB/bama 0buma 200 KopucTehu NponoprnuoHaJHA 300D, a 3aTUM
OIIEHUTHU TIPOCeYaH OpOj MOCeTa MMO30PHIINTY TOKOM TOJIMHY JAHA 33 CPEIEbOIIKOJIIE, JTUCIEP3Ujy Te
OIIEHE U OIEHY Te JUCIIEP3Hje.

posete <- read.table('"posete.txt")
head (posete)

##  grupa br_poseta

## 1 1 23
## 2 2 28
## 3 1 0
## 4 3 14
## 5 2 29
## 6 3 21
n <- 200

attach(posete) # ne moramo vide kolonama pristupati koristeéi simbol $
stratumi <- 1list()

stratumi[[1]] <- posetel[grupa == 1, 1]
stratumi[[2]] <- posetelgrupa == 2, ]
stratumi[[3]] <- posetelgrupa == 3, 1]
Ni <-
c(sum(grupa == 1), sum(grupa == 2), sum(grupa == 3)) # obimi stratuma
Ni

## [1] 135 143 122

N <- sum(Ni) # 4l% length(grupa)
N

## [1] 400

n_prop <- round(n * Ni / N) # proporcionalni izbor
n_prop

## [1] 68 72 61

sum(n_prop) # wveée od n, moramo neki ni da smanjimo

## [1]1 201

i <- sample(1:3, 1)
n_prop[i] <- n_prop[i] - 1
sum(n_prop)

## [1] 200

uzorak_prop <- list()
set.seed(123)

# broj poesta je obelezZje
uzorak_prop[[1]] <-
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sample (stratumi[[1]]$br_poseta, n_prop[1], F)
uzorak_prop[[2]] <-

sample(stratumi[[2]]$br_poseta, n_prop[2], F)
uzorak_prop[[3]] <-
sample (stratumi[[3]]$br_poseta, n_prop[3], F)

# disperzije obeleZja na stratumima
sigma_2_i <-
c(var(stratumi[[1]]$br_poseta),
var (stratumi[[2]]$br_poseta),
var (stratumi[[3]]1$br_poseta))

# uzoracke disperztije po stratumima za odabrani uzorak
S_2_prop <-
c(var (uzorak_prop[[1]]), var(uzorak_prop[[2]]), var(uzorak_prop[[3]1]))

mY_str_prop <-
(Ni[1] * mean(uzorak_prop[[1]]) + Ni[2] * mean(uzorak_prop[[2]])
+ Ni[3] * mean(uzorak_propl[[3]])) / N

mY_str_prop

## [1] 16.93141

# Racunamo disperziju
D_mY_str_prop <-
(
Ni[1] =~ 2 * sigma_2_i[1] / n_prop[1] * (1 - n_prop[1] / Ni[1]l)
+ Ni[2] = 2 * sigma_2_i[2] / n_prop[2] * (1 - n_propl[2] / Ni[2])
+ Ni[3] = 2 * sigma_2_i[3] / n_propl[3] * (1 - n_propl[3] / Ni[3])
) /N~ 2
D_mY_str_prop

## [1] 0.2364169

# Racunamo ocenu disperzije
ocena_D_mY_str_prop <-
(
Ni[1] = 2 * S_2_prop[1] / n_prop[1] * (1 - n_prop[1] / Ni[1])
+ Ni[2] = 2 * S_2_prop[2] / n_prop[2] * (1 - n_prop[2] / Ni[2])
+ Ni[3] = 2 * S_2_prop[3] / n_prop[3] * (1 - n_prop[3] / Ni[3])
) /N~ 2
ocena_D_mY_str_prop

## [1] 0.2268963
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Bexx0e 7

Kiactep y3opak

7.1 HeonxoaHo npea3Hame

Hacympor crparndukoBanoM y30pKy, y KOjeM CMO ce TPYIWIN Ja CTPATYMH yHyTap cebe OyIy XOMOreHH, a
MelhycobHO XeTeporenu, KoJl, KJIacTep y30pKa MoryJianujy hemMo ncnapyaru Ha KJIACTePe, TaKo Ja CBaKHU O]
KJIACTEPA IITO PEIPE3eHTATUBHI]E OCIUKABA TIJIy MOIYJIAIA]Y.

Kiracrepe hemo 3BaTu npuMapHuM jeIMHKaMa, a HUXOBE €JeMeHTe CeKyHJapHuM jeaunkama. Ha ciayuajan
nauud Oupahemo npuMmapHe je/inHKe, & y y3opak he yhu cBe cekyHmapHe je/MHKE KOje Ce HAJA3€ Y OKBHUDY
n3abpare TpuMapHe jeIMHKE.

Osznake koje ieMO KOPUCTUTH KOJT OBOT THIIA y30PKOBaMha 3HATHO C€ PA3JINKY]jy O/ O3HAKA KOJI JIPYTHX TUIIOBA
y30pKOBama, Te ce caeryje onpes. Ca N hemo osnavaBaTn yKynas 6poj Kiracrepa, a ca M, 1 € {1,2,..., N}
6poj CeKyHIAPHUX jequHKu y [-ToM Kjacrepy. O6um neste nomyanuje (6poj CeKyHIAPHUX JeUHKY) O3HAUU-
hemo ca M; Baxku, makie, ma je

=1

Bpoj kiacrepa uuje he cexkynmapue jemuake yhu y y3opak osnadmhemo ca m. Ocrasie o3Hake Koje hemo
KOPUCTUTH CY:

® Y, - BpeJHOCT obestexxja Y Ha k-TOj jemHKM [-TOr KiiacTepa;

M,
o7, = Zk:ll Y - TOTAJ [-TOr KyIacTepa,;

o m; = J\T7lz - cpelnHa [-TOr KJIacTepa;
o 02— L M (y;,, — my)? - macnepsuja l-Tor Kaacrepa
U= =1 2ap=1\Yik 1) - JACIEpSH] pa.

Huje remko younTy na 3a MOIYJIAIMJCKA TOTAJ U MOIYJIAIUJCKY CpeauHy (CeKyHIAPHUX jeIMHKN) BasKW JIa
je

N

Z Ty
TY = Tl s mY = —.
—~ M

Cana hemo kiacrepe mocMaTpaTd Kao jeJMHKE HOBe IIOMyJIaldje, a ToTaJe/CpejlMHe KJacTepa Kao HOBO
obenexje.

Ocrano je jorn ma M3JI02KMMO TIAp IJIAHOBA y30PKOBaa 110 KOjuMa heMo OupaTn KJacTepe y y30pak.
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7.1.1 Kuacrep y30pak Ko/l Kojer ce mpuMapHe jeauHke oupajy kao IICY 06e3
MOHABJbAHA

OBakap y30pak CacToju Ce OJI JeJIMHKU N KJiacTepa ojgabpanux oj cBux N kiacrepa kao [ICY 6e3 noHas/barba.

IIpu IICYBII onabupy kj1acrepa OlleHe IapaMeTapa Ty U 1My U HUXOBE OCOOHHE JaTe Cy Ca:

~u _ 'Y S
Wy = JEmy = my
~u )
Dy = O Py = DT
Y M2 Y M2

7.1.2 Kuacrep y3opak KOO Kora ce IpuMapHe jeJuHuIle Oupajy ca BepOoBaTHO-
hamva mponoprnuoHaJHUM BeJMYMHaAMa KJacTepa

OBakaB y30pak ce cacTOju O jeIMHKU OHUX N KJacTepa m3abpanux ox cBux N KjacTepa METOIOM y30pPKO-
Baba Ca HEjeTHAKMM BepoBaTHOhaMa m300pa; mpu ToMe je BepoBaTHOha m3b0pa jeaHOr KIacTepa MPOIOPIU-
OHAJTHA, HEIOBOj BEJIMYUHU, OJTHOCHO:

M,
=— 1 1,2,...,N}.
wl M’ E{,, ) }

3a oBakaB y30pak hemo, Kao U paHHje, Pa3JIMKOBATHU OlleHe J1001jeHe Ha OCHOBY y30PKOBara KJIACTEPA Ca U
0e3 IIoHaBJbAIbA.

Hansen-Hurwitz-oBe ornene

OBe olieHe KOPUCTUMO KaJa CMO KJIaCTepe M3BJIAaYu/u Ca IOoHaBbameM. OlieHe 1 HBUXOBE 0COOMHE I1aTe Cy
HUCIIOJ.

TY_ E v TY_TY

leS
M E T T 2 a7 2
~Y l Y AAw_ l
= €
~y
fan} 7]-\;7 Emy—my

D7y o-v _ D7y
M2 YT a2

@)
>
~ e
I
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Horvitz-Thompson-oBe oriene

OBe oreHe KOPHUCTUMO U KOJI M3BJAUea KJIAcTepa Ca MOHABJbAIbeM U 0e3 noHassbarba. OleHe W IbUXOBE
ocobuHe y MOTIIYHO] Cy aHAJOIHMjU CA OHUMA [/ CMO Y30PKOBaJu (CEKyHJIADHE) jeIuHKe. YKOJUKO ca S’
O3HAYMMO y30paK KJjacTepa 0e3 JIylJHKaTa, & ca m; U 7, BEpPOBAaTHOhe yKJbydema [-TOr, OJIHOCHO [-TOr n
k-Tor KJtacTepa y y30pak, 001jaMo OIleHe, JUCIep3nje U HEIPUCTPACHE OIleHe jucrep3uja garte gpopMmyiamas

~ T ~
T;; = § ;la E }7;:TY'
les’ "l
N o171 N T, — T
D7 = E Lr? + E E L
™ Ty,

=1 I=1 k#l

~ 1 1 1 1
or1= (- )P I ()
s’ 7Tl2 ™ lezsz/ ; TE Tk

. DY . Di
Dy = =2, Dij = =

7.2 3agamm

SAIOATAK 7.1. Tlonynamuja ox 12 jeauukm mome/beHa je Ha TpU KJacTepa. BpemaHocTu obenexja
10 KJIACTEPUMA CY:

e 1. knacrep: 2,4, 6;

e 2. kyacrep: 3,3,4,5,5;

e 3. kyactep: 1,1,2,4.
MeTomoM MPOCTOT CIyYajHOr Y30pKOBarba 0e3 MOHAB/hAIA Y Y30paK Cy ofabpaHu mpBu u Tpehwn
kiactep. Hahu mHempucrpacHy oreny cyme obesekja TMOIyJIalyje U JUCIEP3Ujy Te OIeHe

PEIIEIHE.

M <- 12 # welilina populacije

N <- 3 # broj klastera

n <- 2 # broj klastera kojt ulaze u uzorak

# vrednosti obeleZja jedinkti po klasterima:

kll <- c(2, 4, 6)

k12 <- ¢c(3, 3, 4, 5, b)

k13 <- c(1, 1, 2, 4)

t_1 <- c(sum(k1l1), sum(k12), sum(k1l3)) # obelezja klastera
t_ocena <- N * mean(t_1[c(1, 3)])

t_ocena

## [1]1 30

Dt ocena <- N~ 2% (1 -n/N) xvar(t_1) / n
D_t_ocena
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## [1] 56

3AOATAK 7.2. Tonynanuja xoja caapxu 100 jenquuku uzgesbena je Ha 10 xiactepa. Mzabpan je
[IPOCT CJIyYajaH y30pak of 3 Kjacrepa uuje cy cyme obenexja: 4, 12 u 7.
(a) Hahlin menpucrpacHy oneny ykyiHe cyme obesiexkja molyJianuje ¥ HEIPUCTPACHY OIEHY MOILyJIa-
IIUjCKE CpEJIUHE.
(6) Halim orene mucrniepsmja omnena us (a).

PEIIIEKE.

M <- 100 # wvelicina populacije

N <- 10 # broj klastera

n <- 3 # broj klastera koji ulaze u uzorak
t_1_na_uzorku <- c(4, 12, 7) # obeleZja klastera

# a)
t_ocena <- N * mean(t_1_na_uzorku)
t_ocena

## [1] 76.66667
m_Y_ocena <- t_ocena / M
m_Y_ocena

## [1] 0.7666667

#b)

ocena_ D_t_ocena <- N ~ 2 x (1 - n / N) * var(t_1_na_uzorku) / n
ocena_D_t_ocena

## [1] 381.1111

ocena_D _m_Y_ocena <- ocena_D_t_ocena / M ~ 2

ocena_ D m_Y ocena

## [1] 0.03811111

~

SAIOATAK 7.3. Vcrpakupauu 2KeJjie Ja TIPOIEHE YKyHaH 6poj o6oJIeanx of HeKe PeTKe 6oJecTn
y Cpbuju. Ilocmarpanu cy Bopcku, Pamku n Mopasuaku okpyr u 3abesexken je 6poj 0b6oemx 1o
CBaKOM OKDYT'Y.

Bopcku oxpyr: 1001;

Pamxkwn oxpyr: 2230;

Mopasuuku okpyr: 1798.

VYkyman 6poj okpyra je 29, a ykymnan 6poj cranoBauka 7 186 862. Onenuru ykyman 6poj 0bosesnx y
11€JI0j 3eMJbH U OLIEHUTH JIUCIIEP3U]jy T€ OIEHE aKO Cy IIOCMATPAHU OKPY3U U3a0PaHU METOIOM IIPOCTOT
CIIy9ajHOT y30pPKOBamba 6e3 MOHABIbAbA.

PEIIIEE.

M <- 7186862 # ukupan broj stanouvnika
N <- 29 # broj klastera
n <- 3 # broj klastera kojt ulaze u uzorak

t_1_na_uzorku <- c(1001, 2230, 1798)
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# ObelezZje klastera je broj obolelih stanovnika u njima,

# jer je broj obolelih jednak sumi obeleZja Y koje obolelom dodeljuje 1,
# a onom ko nije oboleo dodeljuje O

t_ocena <- N * mean(t_1_na_uzorku)

t_ocena

## [1] 48613.67

ocena D t ocena <- N ~ 2 *x (1 - n / N) * var(t_1_na_uzorku) / n
ocena_D_t_ocena

## [1] 97696366

3AOATAK 7.4. Tlomynanuja koja caapxu 250 esemeHnara mzzesbena je Ha 20 Kjacrepa. Mzabpan
je y30pak o1 5 pasiMIuTUX KJacTepa ca BepoBaTHONaMa IPOIOPIMOHATIHIM BEJINIUHAMA KJIACTEPA,
4yje Cy BEJIMUUHE U CyMe 00eJiexja

M;: 5,17,10,12, 22;

7 4,11,7,11,23.

Hahu Horvitz-Thompson-oBy orieny cpejimbe BpeaHoCTH obesiekja U ONEHUTH JUCIEP3U]y Te OIEHE.

PEIIEE.

M <- 250 # obim populacije

N <- 20 # broj klastera

n <- 5 # broj klastera koji su tzabrani u uzorak

M_1 <- c(5, 17, 10, 12, 22) # wveliline klastera koji su izabrant u uzorak
t_1_na_uzorku <- c(4, 11, 7, 11, 23)

psi <- M_1 / M # werovatnocée izbora klastera

pi <~ 1 - (1 - psi) "~ n # werovatnole ukljucenja klastera u uzorak klastera
m_Y_ht_ocena <- sum(t_l_na_uzorku / pi) / M

# svt klasteri kojt su uSli u uzorak su razliciti, pa je S' =S
m_Y_ht_ocena

## [1] 0.9175012

ocena_D m_Y_ht_ocena <- sum((1 - pi) * t_1_na_uzorku ~ 2 / (pi ~ 2))
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) {
if (i !'= ) {
pi_ij <= pili] + pilj] - 1 + (1 - psil[i] - psi[j]l) " n
ocena_ D m_ Y ht_ocena <-
ocena_ D m_Y ht ocena +
(pi_ij - pili]l * pil[jl) * (t_1l_na_uzorkul[i] * t_1_na_uzorkul[jl) /
(pili] * pilj] * pi_ij)
}
}
}
ocena_D_m_Y_ht_ocena <- ocena_D m_Y ht _ocena / (M ~ 2)
ocena_ D _m_Y_ht_ocena

## [1] 0.005581875
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SAIOATAK 7.5. Jlatu cy momaiy o olleHaMa U3 MaTeMaTHKe 3a 12 yd4eHHKa KOju Cy HOIe/beHH Y 3
rpyue:

1. rpyna: 2,4, 5;

2. rpyma: 3,3,4,5,2;

3. rpyna: 1,3,5, 1.

Bupamem npornopiimoHaHIM BeJIMUMHA TPYIIE, Ca MIOHABJBAKEM, Y Y30paK Cy ojadpaHe npea u Tpeha
rpyna. Hahu Hansen-Hurwitz-oBy oreny mpocedne oreHe n3 MaTeMaTwKe U JIUCIIEP3Ujy Te OIEHE.

PEILIEIHE.

M <- 12 # welilina populacije

N <- 3 # broj klastera

n <- 2 # broj klastera kojt ulaze u uzorak

kll <- c(2, 4, 5)

k12 <- c(3, 3, 4, 5, 2)

k13 <- c(1, 3, 5, 1)

t_1 <- c(sum(kl1l), sum(k12), sum(kl3)) # obelezje klastera

M_1 <- c(length(kll), length(kl2), length(kl3)) # wvelicline klastera

m_Y_ocena_hh <- mean(t_1[c(1, 3)] / M_1[c(1, 3)])
m_Y_ocena_hh

## [1] 3.083333

D m_Y_ ocena_hh <- sum(M_1 * (t_.1 / M1 - sum(t_1) /M) = 2) /n /M
D_m_Y_ocena_hh

## [1] 0.1166667
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Bexxbe 8

Buineeranuu yszopak. Cucremarcku
y30pakK

8.1 HeonxomgHo npea3zHame

8.1.1 BwumeeramrHu y3opak

Tloncernmo ce, kaacrep y3opak cMO JA00Hjam Tako mTo of N IpUMapHUX jeJUHKHU 01abepemMo HBux n, Ia
3aTUM U3 CBaKe O] Oa0paHuX IPUMAPHUX, V Y30PaK y3MeMO CBe ceKyHaapue jequake. OBakaB HAYMH y30PKO-
Bamba MOXKe OMTH BEOMa, HEHUCILIATUB YKOJIUKO CYy OOMMM KJIACTEPA BETUKH, 8 YKOJIUKO y KJIaCTEPUMa, TOCTOj1
MHOTO Mel)yCOOHO CIMIHUX CEKYHIAPHUX jeIMHKHU. YJIa3aK CBUX TAKBUX CEKYHIAPHUX jeJUHKU Hehe HUMAJIO
(nrm ckopo HuMaJI0) noBeliaTy Perpe3eHTAaTUBHOCT Y30PKA, Ia je 0Baj MOCTYHAK HEOIXOJIHO ,I0IpaBuTu’ .

IIpaBomHMjCKO perieme 3a 0Baj MPOOJIEM jecTe TO Jla Ce U3 CBAKOT OJabpaHor KJacTepa He 3a/pKaBajy CBe
CeKyHJapHe jenuHke, Beh Ja ce U3 TOr KjlacTepa u3Byde y30pakK, 1 Jla Te CeKyHIapHe jeuHKe yhy y HoBH, T3B.
JBOeTanmHM y3opak. Kiacmanu kjacrep y30pak ce, U3 jaCHUX PasJjiora, CTOra YeCTO HA3WBA M jeTHOETAITHH
y30pax.

Ornerne mapamerapa IOYETHE MOIyJaluje he, HApABHO, BAPUPATU y 3aBUCHOCTH OJ TOTa MO KOM ILIAHY je
BPIIIEHO Y30PKOBAaKE IPUMAaPHUX 1 CeKyHmapHux jenuakn. OBe hiemo ce apkaTu 03HAKA KOje CMO KOPUCTUIIN
HA [IPETXOJHUM BexkbaMa, KoJ (jeHoeTalHOr) KjacTep y30pKoBama. Ilojcerumo ux ce:

® Yy, - BpegHocT obesexja Y Ha k-TOj jelmHKH n3 [-TOr KjacTepa;
e N - ykymaH Opoj KJiacTepa;

e 1 - 6poj KjaacTrepa omabpaHuX y y30pak;

e M, - BeqimuuHa [-TOr Kjacrepa,;

o M= leil M, - obum nomysaruje;

e 7, - cyMa obesexja Ha [-TOM KJIACTepy;

N . . .
° Ty = lel T; - cyMa obesIerKja Ha I1eJI0j HOIYIaln]ju;

-
o m = Ni[ll - cpeauHa [-TOT KJacTepa,

2 1 M,
® 0y = [T 2uk=1

(y;e —my)? - nucnepsuja l-Tor Kaacrepa.
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Ca n; hemo osmauuT; O6pOj CEKyHIAPHUX jeIMHKH Koje ce Oupajy u3 [-ror kiactepa. Mu hemo uzioxuru
OIleHe Koje ce J00mjy Kaja ce obe erale y30pKoBama u3Boje 1o miany [ICY 6e3 nonassbama. HapaBHo, TO
je camo jemHa on MOryhHOCTH, ajid ce OcTaje OIeHe 100ujajy y aHaJOrhju ca OBHMA, INTO Ce IO TMoTpedbu y
pPeaJTHOM UCTPaXKWBamy MOXKe mpoHahim y jmureparypu.

JIBoeTanmHu y30paK KO/l KOra ce IpuMapHe U ceKyHaapHe jeauuuiie oupajy kao IICY 6e3 moHa-
BJbAbha

3a OLIeHy TOTAJIa Ty HPEeJJIarkKe ce
Y

>

~e
I

3=

>
les

Izie je 7; oleHa TOoTaJa [-Tor KiacTepa, Koja ce ua ocuoBy IICY 6e3 monasibama nobuja Kao

M

N l

= — E Yik»
™ kes,

rzae je S ysopak Kiacrepa, a S; y30paK jeIuHKH u3 [-Tor kiacrepa u3 S.

Osa orena je mernpucrpacHa, Tj. Baxku ET{ = Ty, a meHa auciepsuja je:
N? n N & M n
D%“=*(1_*)02+* —L(1—— a7,
v n N/ T n l:zl n, M)

. 2 . . 2 1 N Ty 2
rJie je 07 JCIIep3mja MOMyIamyje KIacTepa, OfHOCHO 07 = x—1 v, (17— )",
Henpucrpacna orena oBe jucrepsuje je:

- N? ny—=2 N M? n; \ =2

b= (1- )5, +=> =L (1-1L)5,

YT N T+n; nl( M) !
rae cy

~ 2
2 1 . Ty —2 1 1
ST:7n71§ <Tl_7N) u Sl:inl—li ylk—TTE Yik

kesS, l kes,

2
~u _ 'Y Su
mY_M’ Emy = my
~Uu u
Dt — D7y Dy — D7y
Y M2 Y M2

Konnuyunuke onene

YMecTo rope IOMEHYTHX OIEHA, MOYXKEMO KOPUCTUTHU W KOJUIHUIKY OIEHY, rie hemo Kao moMohiHo obesexje
[OCMATPATHU BEJIMIUHE KJacTepa (YKOJIUKO TO UMA CMUC/IA):

o=b-M,
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rJie je

_ Zles 721
ZleS M,

Jlucniepsuja oBe OleHE je MPUOJINKHO jeTHAKA:

N2 n 1 < N & M7 n
DArm—(l——)i —BM)? 4+ —> =L (1) g2,
v~ N N—lg(n )°+ n 2 M, )

rJe je

N
_ 2T Ty _

B = = My
N Y
Zl:l Ml M

3a orieHy JuUCIep3uje MpejiaxKe ce:

- N? n 1 N M? n; \ =2
D”":—(l——)i 7 —bM,)? + — —L ==L .
v n N/ n—1 leZS<Tl bMY)” + n ZEZS n, M, S

3a olleHy napaMmerpa Mmy U HbeHe 0COOMHE BarKu:

7
Y _
T b,

mY:M_
. D¥ .. D
Dmj = M;/’ Dmy = M;/

8.1.2 CucremarckKu y30pakKk

CucreMaTcku y30pak, Kao ITO eMO yCKOPO BUIETH, MPEACTaB/ha HAYWH y30PKOBAaMa KOjU je BeOMa jell-
HOCTABaH 3a CIPOBODErbE, aji Uhja MPEU3HOCT MOXKE JPACTUYHO [1a Bapupa y 3aBUCHOCTHU OF] PACIOpesa

JEMHKY y TIOTIYJIAIIM]U.

3a moueTak, BpaTUMO ce cTapuM o3Hakama. Heka mam je N obum momysanuje, a n obum y3opka. Heka cy
3a nmovyerak N u n TakBu 1a je k = % npuposaH 6poj. Y3opak ce mobuja Tako IITO Ce Ha CIIy4YajaH HAIMH
omabepe 6poj ox 1 1o k, a moToM y y30pak yJa3u cBaka k-Ta jequHka. TakaB y30pak Ha3MBaMO CUCTEMAaTCKU
y30pakK. YKOJIUKO % Huje 1eo 6poj, mocedbHo ce JlepuHmIIIEe KAKO Ce CUCTEMATCKH y30pak (hopMupa, yriiaBHOM

b

,,Ca TIpeKopademeM’ .
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OreHa moTyJIaIjCKe CpeIMHe Ha OCHOBY CHCTEMATCKOT y30DKa M HeHe OCOOWHE Cy:

~ SYs ZieS Yi

iy = Zies i peys
n
o N-—-1 kin—1
=

rJe je
1 k n
2 _ V)2
szs - k(n _ 1) ;J:Zl(yij Yz) ’
a yij je j—TI/I €JIEMEHT 1-TOT' Moryher Y30pKa, a ?Z IberoBa y3opadkKa CpeJuHa.

3a olleHy TOTaJa U IeHe OCOOMHE BaXKu:

~SYs __ ~ SYSs ~SYs ~SYs 2 ~ SYS
Ty = Nmy , Er° =1y, D7y~ = N“Dmy’".

8.2 3Bamaim

3AIATAK 8.1. V marorenu skupina.txt Hajase ce BpeIHOCTH obesexkja 3a momystanujy oz 500
jennHKH, KOja je mojie/beHa Ha 3 Kiacrepa. Bupa ce mpocT ciydajaH y30paK ofi ABe IPUMAaPHE jeIIMHHUIIIE,
a 3aTHUM ce U3 CBake ofabpane mpumapHe jegauauie oupa 1o 10 cekynmapaux jeauanna. OneHuTn cymy
obeJterkja Ha TOIYJIAIUJU U OJPEINTH OIEHY JHUCIEP3Uje Te OlEHE.

PEIIIEBE.

skupina <- read.table("skupina.txt")
head (skupina)

# k1l yi

## 1 177

## 2 3 81

## 3 3 60

## 4 2 89

## 5 2 25

## 6 2 91

M <- length(skupina$kl) # obim populacije
N <- 3 # broj klastera
n <- 2 # broj klastera koji ulaze u uzorak

klasteri <- list()

Ml <- c()

tau_1 <- c()

for(i in 1:3) {
klasteri[[i]] <- skupina[skupina$kl==i, ]
M1[i] <- length(klasteri[[i]]$k1)
tau_1[i] <- sum(klasteri[[i]]$yi)

}
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indeks_k1 <- sample(1:3, 2)

# klasteri odbrani u uzorak

klasteri_uz <- list(klasteril[[indeks_k1[1]]], klasteril[[indeks_k1[2]11)
M1_k1 <- M1l[indeks_k1] # wvelicdine klastera odabranih u uzorak

# 1z svakog klastera odabranog u uzorak biramo 10 jedink?z
uz <- list(Q)
for(i in 1:length(klasteri_uz)) {
uz[[i]] <- sample(klasteri_uz[[i]]$yi, 10)
3

uz # vrednosti obeleZja za odabrane sekundarne jedinice

# [[1]]

## [1] 37 66 40 62 95 63 27 49 85 46
##

# [[2]]

## [1] 88 4 94 49 8 16 92 19 84 56

# ocene ma uzorcima
tau_1_ocene <- c()
for(i in 1:length(uz)) {
tau_1_ocene[i] <- M1_k1[i] * mean(uz[[i]])
¥

t_ocena <- N * sum(tau_l_ocene) / n
t_ocena

## [1] 26739

# ocena disperztije za t_ocena
S_t2 <- sum((tau_l ocene - t_ocena / N) = 2) / (n - 1)

nl <- c(10, 10)

S 12 <- c()

for (i in 1:length(uz)) {
S_12[i] <- var(uzl[[il])

ocena_D_t_ocena <-
N~2% (1 -n/N) *S8St2/n+0N=x*sum(ML k1 ~ 2% (1 -nl /ML k1) * S_12 / nl) / n
ocena_D_t_ocena

## [1] 7880336
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SAIATAK 8.2. V OKOJMHE jeJHOT I'DaJa HaJa3u ce 7 ceja, Koja MpelcTaB/bajy KiaacTepe. Luib
HCTPaXKUBamkba je J1a ce OJpeu mpocedan 6poj ynanosa momahunnacrsa. 13abpas je mpoct caydajan y30-
pak oz 3 cesa: mpBo, Tpehe u mecro. VI3 cBakor ogadbpaHor cejia 01adbpaHo je HEKOJIUKO JoMahnHCTaBa
u 3abesnexkenn cy opojeBu wiranosa. Jlobujeru cy caemehu pesyararu:

IIpBo cemno: 2,5,4,2,3,5,3,1

Tpehe cemo: 4,5,5,6,1,2,2,3,3,4;

IIlecro ceno: 7,6,6,4,2,1, 3.

Bpoj nomahwuncraBa y cemam cema je, pemom, 190,340,450, 25, 78,80, 107. Ouenutu mpocedan 6poj
9IAHOBA JTOMaNUHCTBA KOJTUIHIUYKOM OIEHOM.

PEIIEKE.

N <=7 # broj sela
n <- 3 # u uzorak je odabrano prvo, trece t Sesto selo
uzl <- c(2, 5, 4, 2, 3, 5, 3, 1) # broj ¢lanova domacéinstava odabranih iz prvog sela
uz2 <- c(4, 5, 5, 6, 1, 2, 2, 3, 3, 4) # broj ¢lanova domacéinstava

# odabranih iz treleg sela
uz3 <- c(7, 6, 6, 4, 2, 1, 3) # broj ¢lanova domacéinstava odabranih iz Sestog sela
uz <- list(uzl, uz2, uz3)

M1 <- c(190, 340, 450, 25, 78, 80, 107) # broj domacéinstava u svih sedam sela
M <- sum(Ml) # ukupno domaéinstava uw svih sedam sela
Ml _uz <- c(M1[1], M1([3], M1[6]) # broj domaéinstava u selima odabranim u uzorak

nl <- as.numeric(lapply(uz, length)) # broj odabranih domacéinstava tz svakog sela
# odabranog u uzorak

# lapply(uz, length) - na svaki element liste "uz" primenjuje "length"” - wvraca listu,
# pa as.numeric - da pretvorimo u vektor
nl

## [1] 8 10 7

tau_1 ocene <- c()
for (i in 1:length(uz)) {
tau_1_ocene[i] <- M1l_uz[i] * mean(uz[[i]])

}
b <- sum(tau_l_ocene) / sum(Ml_uz) # videlt smo da je b jednako kolicénickoj
# ocent populacijske sredine

b

## [1] 3.47247

3AIOATAK 8.3. IMonynamuja ce cacroju of, 12 jenunku, a obesexje je peaau 6poj jenunke. Popmu-
paTH CHUCTEMaTCKe y30pKe obuMa 4, a 3aTUM OJIPEJIUTHU JIUCIEP3Ujy CPEIUHE CUCTEMATCKOr y30PKa.

PEIIEKE.

N <- 12
n <- 4

# korak
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k<-N/n
k # jeste ceo broj

## [1] 3

# moguét uzorci obima n su dati u kolonama (ima th k)
uzorci <- matrix(1:12, n, k, T)

uzorci

## (,11 [,2] [,3]

## [1,] 1 2 3
## [2,] 4 5 6
## [3,] 7 8 9
## [4,] 10 11 12
# disperzija
sigma_2 <- var(as.numeric(uzorci)) # as.numeric(uzorci) - matricu pretvori u vektor
sigma_sis_2 <- O
for(i in 1:k) {
for (j in 1:n) {
sigma_sis_2 <- sigma_sis_2 + (uzorcilj, i] - mean(uzorcil, i])) ~ 2
3
}

sigma_sis_2 <- sigma_sis_2 / (k * (n - 1))

D_m_sis <- (N - 1) * sigma_ 2 / N - k * (n - 1) * sigma_sis_2 / N
D m_sis

## [1] 0.6666667

SAIATAK 8.4. VY garorenu stanovi.txt Hajase ce nmogaiu o nenama 500 cranosa y 4 6eorpajcke
ommTHHe. Y IPBOj KOJIOHMU JIaTa je OIINTHHA, & y JIPYroj IeHa CTaHa.

(a) Heka ommrune npejicrasbajy Kiaacrepe. 3BaguTu y3opak of 2 Kjacrepa METOIOM IPOCTOr
CJIy9ajHOT y30PKOBamba 0e3 MOHAB/baha U OIEHUTH IIPOCEYHY IEHY CTAHOBA, & 3aTUM OIPEIUTH
JUCIIEP3U]jy TE OIEHE.

(6) UsBaguru cucremarcku y3zopak obuma 100, OlEeHUTH IPOCEYHY IEHY CTAHOBA M OJPEIUTU JIH-
CIEP3Hjy Te OIIEHE.

PEIIEKE.

stanovi <- read.table("stanovi.txt")
head(stanovi)

## opstina cena
## 1 Vozdovac 59469
## 2 Cukarica 57569
## 3 Cukarica 79374
## 4 Vozdovac 60413
## 5 Cukarica 89394
## 6 Vracar 54382

# a)
# formiramo klastere
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kl <- list()

k1[[1]] <- stanovil[stanovi$opstina == "Vracar",]

k1[[2]] <- stanovi[stanovi$opstina == "Vozdovac",]
k1[[3]] <- stanovi[stanovi$opstina == "Cukarica",]
k1[[4]] <- stanovi[stanovi$opstina == "Rakovica',]

N <-4 # 4 klastera
n <- 2 # 2 klastera ulaze u uzorak
M1 <- c() # weliline klastera
tau_l <- c() # obeleZja klastera
for(i in 1:length(kl)) {
M1[i] <- length(kl[[i]l]l$opstina)
tau_1[i] <- sum(k1[[i]]$cena)
¥
M <- sum(M1)

indeks <- sample(1:4, 2) # biramo dva klastera

m_Y ocena <- N * mean(tau_l[indeks]) / M
m_Y_ocena

## [1] 86509.87

DmY ocena <- N~ 2* (1 -n/N) *xvar(tau_l) /n /M~ 2
D _m_Y_ocena

## [1] 1538653
#b)

N <- M # obim populacije
n <- 100 # obim sistematskog uzorka
k<-N/n

sis_uzorci <- matrix(stanovi$cena, n, k, TRUE) # moguéi uzorci su dati u kolonama
sis_uzorak <- sis_uzorcil[, sample(l:ncol(sis_uzorci), 1)] # na slucajan nacin biramo

# jednu kolonu - uzorak
sis_uzorak

## [1] 59469 54382 82999 54514 81418 74751 66124 89491 68717 54524
## [11] 71764 52719 69647 66582 83328 82906 53436 87797 50292 88530
## [21] 81637 77595 55840 80127 71192 88830 84370 71640 50656 73641
## [31] 76603 75297 58530 66072 80616 67059 52642 63232 77178 66118
## [41] 66082 56285 85662 55906 87585 87291 57695 73907 51695 72704
## [561] 72461 88802 77700 82851 59383 62958 85645 59948 89803 77300
## [61] 87796 64743 51119 66112 51903 73675 56887 60987 63186 60586
## [71] 83068 57591 50814 57400 84241 62931 57350 60810 65670 54570
## [81] 52966 79926 78814 76376 76490 81406 72486 74260 78693 71678
## [91] 89260 84612 222596 139816 166313 425139 138098 209319 463466 475322

m_sis <- mean(sis_uzorak)
m_sis # ocena prosecne cene

## [1] 86924.03
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# disperzija
sigma_2 <- var(as.numeric(sis_uzorci))
sigma_sis_2 <- 0
for(i in 1:k) {
for (j in 1:n) {
sigma_sis_2 <- sigma_sis_2 + (sis_uzorcilj, il - mean(sis_uzorci[, i])) ~ 2
}
}

sigma_sis_2 <- sigma_sis_2 / (k * (n - 1))

D_m_sis <- (N - 1) * sigma_2/N - k * (n - 1) * sigma_sis_2 / N
D m_sis

## [1] 8281740
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Bexxbe 9

HenapamMmerapcka cTtaTucTtuka.

ITeknajd

HATTIOMEHA. Ogaj meo rpajmea, oJiaB/e na 10 Kpaja CKpUNTe, je nHMOPMATUBHOT KAPAKTEPa W HE JIOJIA3U
y 003up 3a MUCMEHU WCITUT.

HATIOMEHA. O oBome cam npsu myT 4yo Ha Kypcy OmabpaHa IIOrIaB/ba MaTEeMATUIKE CTATUCTUKE KO JIpP
Mapxka obpagosrha u np Mapwuje Iymapuh. ITocaykuo cam ce HBHUXOBUM KOHIIENTUMA W HJ€jaMa HA MHOTO
MeCTa, a JI0JIa0 CaM U HeKe CTBapu u3 pasue jureparype. CBakako, He CMaTpaM Ce UJIejHUM TBOPIIEM OBaKBOT
KOHIIEINITA U3JIararha OBe MaTepHje, Te He IOoJIaXKeM HHKAKBa ayTOpPCKa IIpaBa.

9.1 Henapamerapcka cTaTucTukKa

Og caj na Ha ja/be OaBulieMO ce IMPOCTUM CJIyYajHUM y30PKOM Ca MOHABJbAEM U TO €A CTAHOBWIITA
npucrtyna mMogesa. IpyruMm peunma, Hain y3opak Oulie KOHaUaH HU3 CIy4YajHUX BemmuuHa X, ..., X, TIe
cy cBe Me[jycOOHO He3aBUCHE M JeJIHAKO PaCIOiesbeHe.

Hawuwme, o cazia cMo ce yriaBHOM 6aBUIIH JBaMa OlleHAMa: OIEHOM CPEIihe BPEJHOCTH U OIEHOM JIMCIEP3nje
nomynanuje. Kaga to ,apebarumo’’ Ha IPUCTYIT MOJEsIa, MU UMaMO y30PaK U3 HEKe PACIIoele BepoBaTHONA
ca dyukuujom pacnogene F(x;0), rae 6 upencraiba jeian wiu Bulle mapaMeTapa paciozese. Permumo, yko-
JIMKO TOBOPHMO O HOPMAJTHO] pactiofiesn, 6 = (u, 02), T7e je j oueKuBame pacrojierne, a o2 meHa JTACIep3Hja.
Kon ekcrionennujanue pacmogesne £(A), mapamerap je A, ¥ OH HHje jeJlHAK HU OYEKWBaEby HU JUCIEP3UjU
pacrofiesie, Beli je IpoCcTO HEKHU mapameTap O] KOjer OHa 3aBUCH.

Cse 0BO MOMEHYTO IPOyYaBa I'PaHa CTATUCTUKE KOja ce 4ecTO Ha3uBa ,lapaMerapcka craructuka’ . CyInTuH-
CKH, TIO3HATa HAM je KJiaca Pacloena, ,,J10 Ha apamMerap’: 3HaMo Jia je y30paK U3 HOPMaJIHE PACIoesie, ajiu
HE 3HAMO KOJIWKO j€ (i, 3HAMO [a je M3 eKCIIOHEHIIWjaJIHe, aJiid He 3HAMO KOJIUKO je A\ UTH. 3a OleHE OBaKBUX
mapaMerapa, Ka0 M OCOOMHA THX OIE€HA, IOIyT IWCIEP3Hje, CTAHIAPIHE [I€BUjallrje, NHTEPBAJIA OBEPEHA
WTJI. PA3BHUjeHE Cy Pa3HU METOH, ITOIYyT METO/[a 3aMeHe, METO/Ia MAKCHUMAaJIHE BEPOJOCTOJHOCTH U CIIUIHO.

Msuoru nmapamerpu 6, 1ax, 3aBuce IUPEKTHO 0/ (DYHKIMje PacIoiesie, To jecT oHu cy (pyHKIuja pyHKIIje
pacrioziesie, u 4eCTO UX 30BEMO CTATUCTAUYKUM (DYyHKIMOHAJIMMA. PernnMo, OUeKuBame je jejlaH Takas
napamerap:

0=EX = /xdF(:c).
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W mucnepsuja Taxobe:

2

DX:E(X—EX)Q:/{x—/xdF(x)} dF ().

JacHo, oBJie ca1ajy 1 MOMEHTH, IIEHTPUPAHN MOMEHTH, CTaHJap/IHa JIeBUjaInja UT/I. I'pana cTaTucTuke Koja,
n3mely ocrasior, m3ydaBa CTATHUCTHYKE (DYHKIMOHAJE, 9eCTO Ce HA3WBa HellapaMeTapCcKa CTAaTHUCTHUKA.
CxX0/THO CBEMY pEYeHOM, BaJbaJio OU Jia MOCTOje HEeKN YHUBEP3AJIHU METOAM KOjU UCIUTY]y KBAJIATET OIeHE
napamMeTpa,/cTaTUCTHIKOr (pyHKImoHaa. 1 mocroje.

9.2 IlomysopkoBame (enr. Resampling)

TTocToju HEKOIMKO MeTOMA 32 OIEHUBALE TAPAMETaPa KOje Cy 3aCHOBAHE HA MOIY30PKOBAGY, & HAJIO3HATH]E
cy neknajd u Oyrcrpern. Jeman hemo paguty Ha OBUM BexkbOama, a Apyru HA ciaeiehmm.

Metose 3acHoBaHe Ha TIOY30PKOBabY TEMEJbe Ce Ha TOME Ja e Y30PaK KOju NMaMO HAKPATKO ITOCMATPa Kao
HoIyJIalyja, Te Jia ce U3 Imera ByKy y30DIH, Mamer obuMa o1 merosor obnma. OCHOBHA HaJa JIEXKH y TOME JIa
ce OBaKBUM IIPUCTYIIOM MOXKe ,,yOuTH’ ’ Hepenpe3eHTATUBHOCT y30pKa, TO jecT IojaBa Ja ce ¥ y30pKy Hahy
BPEIHOCTH 3a KOje je MaJio BepoBaTHO Ja ce Ty HaDy. [lakie, u3 y3opka ce Baje ,1OLy30pin’ ’, Ha CBAKOM
O/l BbUX Ce padyHa BPEJIHOCT IapaMeTpa Of MHTepeca, U Te BPEIHOCTH ce mnopeje Tpaxkehn anomasuje. Ako
“Ma, JIPACTUYHUX Bapujarnuja Mely TuM BpeIHOCTHMA, Y30paK je BEPOBATHO HEPEIPE3eHTATHBAH.

Hapagmo, oBo je camo mMoTmBanmja 3a caM MPHUCTYII, a HErOBE OCTaJje IPEIHOCTA M MaHe meMmocTpupahemo
KOHKDETHHjE U ,,MaTeMaTHIKuje’ ’ Ha mpuMepuMa feKHajda u OyTcTperna.

9.3 Ileknajdp meros

Heka umamo oneny 7T, (Hekor napamerpa ) 3acHoBaHy Ha y30pKy X1, ..., X,,. Ileknajd meron 3HacHuBa ce
Ha padyHamy orene T, ;| 3a CBe IOjy30pKe TOr peja (Tj. CBaKW MyT CKJIOHUMO IO jeJ]aH €JIEMEHT U3 y30DKa
U HAIIPABUMO OLIEHY ).

[pernocrasumo ya je ET,, = 0 + b(T,,). Obenexumo ca T,
ejqeMeHT X; u Heka je 1), , IBUXOBA CPeJba BPEJHOCT, T).

_,; OIleHy Ha OCHOBY y30pKa U3 KOT je m30aueH

Ilexmajd orena mpucTpacHOCTHU ce Taja JaeUHAIIE KAao

b'ack(Tn> = (n - 1>(Tn,c -7 )

J n

TTocite 0BaKo OLEHmEHE MPUCTPACHOCTH KOPHTOBAHA, OLEHA je
Tn,jack = Tn - bjack(Tn)'

Opnakiie oBa uueja? 3a MHOTE CTATHCTUKE MOXKE Ce TIOKa3aTHu J1a je, 3a Heke a u b,

b(Tn):%+£+O<%>. (9.1)



Vammmo mpeo caiyuaj ma je b(T,) = a/n 6e3 wiaHOBa HUXKEr pena BeawdwHe (TO je HIOP. CIydaj OleHe
mucrepauje). Tana je

ma je

~ a a a
ETn,jack = E(Tn - bjack(Tn)) =0+ ﬁ - (TL - 1) ( - 7) =0.

n—1 n

Bunumo na je y oBom ciydajy Bjack(Tn) Henpucrpacta oueta b(7),). ¥ ommureM ciydajy 9.1 umamo ga je

b(Tn,fi) = + +O<1/7’I,3),

a uctu o6k HapasHo nma u b(7T), ). obujamo

Eb

jack

~o-0 ]2+ (- ) o ()]

:LMH)(LQ)

n  n?(n—1) n

=b(T,)+0O (i) .

n2

VY ommrreM ciaydajy OIeHa HEje HEIPUCTPACHA, aJid je MPUCTPACHOCT CMAIbEHA 3a PEl] BEJIMIMHE Y OHOCY HAa
II0JIA3HY OIEHY.

IIPUMEP 9.1. Nmamo pacuofieny 4mju je JecHu Kpaj Hocada f KOHAYAH U HEMO3HAT. ¥ TOM CJIydajy
pasyMHa OLeHa TOT napaMerpa je X . OBa oriena he yBek OUTH IPUCTPACHA U FHeHA, CPEJTEHa, BPEITHOCT
he 6utu Mama ox 0.

Tunuaau npumep je yaudopMHa pacnomnena Ha uaTepsay [0, 6]. Y Tom ciayuajy je cpentba BpemHOCT
OIlcHE

ma mobujamo Ja je

a [eKHajd oreHa
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I[IpucTpacHoCT OBe orere je pefa 1/n? u cBakako je Mamba 0j1 MPECTPACHOCTH MoJTa3He onere. HapasHo,
OIleHy CMO MOTJIM BEOMA jeJTHOCTABHO HAYMHWUTH U HempucrpacHoMm, mHOXkehu je ca (n + 1)/n. To je
jelHa oI MaHa [leKHajda U CIMYHMX OIINTUX METOJA: Y KOHKPETHOM CJIy4ajy, CKOPO YBEK IIOCTOJU
6osbu MeTosr. MehyTuM, ako mMaMo HemapaMeTapcKu MpobJieM ¢ IMoYeTKa IMpuMepa, [eKHajd oreHa
he u na/be CMABUBATH IPUCTPACHOCT M, KAO TAKBa, MOXKE HAM OMTHU O KOPUCTH, JIOK OIEHA "TH (n)
Koja je 6mia HajObosba 3a ciaydaj YHHGDOPMHE pacIojese, y OIIITeM CIydajy He caMo Jga Hehe OuTum
HEIIPUCTPACHA, Beh ce JJaKO MOXKe JOTOIUTHU Ja MMa MHOT'O Belly IPUCTPACHOCT OJf IIOJIA3HE.

“Maiio cmo 3noynorpebuin osnake. Ilox X, nonpasymesamo najsen eeMentT y3opka, Hako MX oBJe UMa T — 1 HaKoH
n3barmBamba.

ITomro cmo omenmam mpucTpacHOCT, MO03a0aBUNEMO Ce [AUCIEeP3UjoM, KAo jOII jeJHOM YeCTOM MEPOM KBa-
quteta orene. [lon Tjykm je mpeamoKmo aHAJOTHM METOJ, 3a IHEHO OleihbnBambe. Iberosa rekuajd oreHa
Jucriep3uje je

ﬁjack(z—‘n) = n-l Z(Tn,fi - Tn 0)2' (92)

3a pas3uKy o7 OIleHe MPUCTPACHOCTH, OIeHa 3a Jucrnep3ujy Huje bam naryntuBHa. OTKynm oBa umeja? Ilpe-
hyTHO ce upernocrassba Jla ce OlleHa MOXKe IPUOIIMKHO U3PA3UTH K0 CPeJIMHA HE3aBUCHUX BeJIMIMHA (IITO
jecTe CIIydaj ¢ BEJIMKOM KJIACOM OIIEHA),

T, ~

S|

ixp(xi).
i=1

Tama 6u gucnepsuja oreHe OUIA

IIpuinkom n3Bohema Tjyku je momao o kopurosase orene 1,

1 jack KOJa C€ MOZKe HPEJICTABUTH U KA

1™
Tn,jack = E Z(nTn - (Tl - 1>Tn,7i) =

n
i=1 i=1

T. (9.3)

7

S|

Cabupke TZ (koju mpencrasbajy W(X;)) massao je nceydospednocmuma, a T, . je wHXOBa ,y30patuKa’’
cpenuna. FbuxoBa mompas/beHa y30padka JUCIEp3uja Taaa je

ni 1 ;(Tz - ?2)2 = ni . Z ((n - 1)(T,..— Tnl))

Tjykujesa nieknajd orena mucrnepsuje cama ce moduja Kaga ce 9.4 momesu ca n.

ITox nekuMm ycnoBuMa riekHajd oreHa nuciepsuje je mocTojaHa, Tj. BayKu
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Djacan 5) 1
DT, '

n

Ha npumep, y cayuajy kazga je T, = g(X,,), a g sHenpekugao mudepennujabuina dyakuuja. MehytuMm, y
HEKUM CJIydajeBuMa TO He BaxKu. KpPOH je moka3ao 1a [iekHaj¢d OlleHa KBaAaHTUIIA HUje TIOCTOjaHa, IIITABUIIIE,
y Caydajy MeaujaHe MOKa3ao je Jia

DjaM, d
jack*"n 2
S TaAS (9.5)

n

riae Y uma £(1) pactozeny.

IIpenyoxkena cy m mobospmarma rekHajd nporemype. Jenna oz Hajmo3HATHjUX je 1ieKHAjd ¢ OpucameMm d
[10/IaTaKa, Tj. YMECTO Moay3opaka obuma n — 1 pagumo ¢ moay3opiuma obuma n — d. Tux y3opaka uma (Z)
[Topehajmo Te noysopke y uus u neka je 1), 4., 1 < a < (Z) OIleHa Ha OCHOBY IIOIY30pKa PeIHOr Opoja «,
a 5% 4 y30pauka jucnepsuja spennoctn 1), 4, 1 < a < (Z) [Texnajd orena mucrep3uje OBOM IIPOIETyPOM
TaJIa je

Djack,d = d Sn,d'

Tlokazyje ce ma ce Hajbospu pesysraru mobujajy ako d — +oo Kaga n — +oo. Crora je jacHo za je oBa
IIPOIIeIypa PAUyHCKH IIPE3aXTEBHA, IIa Ce Y MIPAKCH OHA allPOKCHMUPA TaKO IITO Ce YMECTO CBHUX IIOLy30PaKa
Besimuune n — d ciydajHo oupa oxpehen 6poj m U HA OCHOBY Hera M3BOJM IIeKHAj(d oIlleHa Juclepsuje.

9.3.1 Pauynapcka mMnJjieMeHTanuja

Kako je oBaj meo kypca nadopmaTuBan, HeheMO TPOJTa3UTH KPO3 KOHKPETHE 33aTKE, jep Ce MMILJIEMEHTAIIN]a
pasnmKyje of jesuka 1o jesuka. Permmo, y nmporpaMckoMm je3uky R, y makery bootstrap, mocroju dyHKIHja
jackknife koja nma ciesiehy cuHTakcy:

jackknife(uzorak, funkcija_koja_racuna_parametar),

u oHa Bpaha JIMCTy KOja CaJp»KU IOMPAaB/beHy [EeKHAj(d OleHy mapaMerpa, IeKHajd OIeHy MpUCTPaCHOCTH,
BPETHOCTH OIEHE 32 CBAKU TO/Ly30PaK 1 Ha KPajy HUCKY ca caMuM mo3uBoM dyHKIHje. CIMIHO je Uy OCTAaTIuM
IIPOTPAMCKHM JE3UITUMA.
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Bexx6e 10
byTcTpen

Bumenn cmo ma je mekmajd MeTOI 3romaH METO 3a OIEIhUBAhe KBAJUTETA OleHa. Takohe, BUIEIN CMO 11a
OH paJii T0OPO Yy HEKWM CIydajeBuMa, JOK y APYyTUM U HHUje HaIrn mpenopyw/bus 3a Kopuiiheme. Edpon je y
jenaoM cBoM pasny u3 1979. roaune Bojiehu ce CAMIHOM UJIEjOM J1a0 OCHOBE METOA KOjU HAM Y MHOTO BUIIE
clydajeBa MOXKe ITOMONM Ja JIaKIe OIeHUMO ojiropapajyhie mapamerpe.

Hexka nam je o uarepeca craructuaku pyHKImonas (napamerap) h(F') Kkoju cMO OlleHNIN METOAO0M 3aMeHe:
onena 3a h(F) je h(F,), rue je F,, emuupujcka GyHKIMja pactoese.

Heke O/ M€pa KBaJIuTeTa Cy
a) Pacuonena rpemke A, (F) = P p(va(h(EF,) — h(F)) < a) wm A, (F) = P (\/ﬁ’w < a>;

6) Ipucrpacuocr onere \, (F) = b(h(F,));
) Jucuepsuja ouene A, (F) = D(h(E))).

Ha npumep, xkeqmnmo ja onenuMo Beposarnoly oz a). Lub mam je pacmogena ciaydajue seauuaune A, (F)).
IIpupojHO je mMoKyIaTh TPUHIMIIOM 3aMeHe U TaJla ce olleHa J0buja Kana ce pacmojena F cBUX ejleMeHaTa

y3opka samenn ca F) . Taga h(F) nocraje h(F),). Amu unve samenutu h(F),) koja el saucu ox F) ?

n

Ouena h(F,)) moxe ce npukasaru kao omena h(Xy,..., X, ), Tj. He upeko yzopauke ¢yukiuje Beli mpeko

caMor' y30pKa, Tj.

hE) =h(X,,....X,).

Tlomrro je ﬁ'n orena 3a F', oriena ce n3parkapa mpeko y3opka u3 F. Jla 6ucmo mobuim oreny 3a h(}?'n)7 Y3UMaMO
oarosapajyhn yzopak X7, ..., X* us F,, na je ouena 3a h(F,)

he = h(X:, ..., X5).

Tanma ce A\, (F,,) Moxe 3ammcaru Kao



Ocraje mrame mra 3Ha49M 12 y3meMo y3opak u3 F, . Hama u #e Tpeba KOHKpeTaH y30pak (Koju Hemamo), seh
HAM je IIMJb OJIPEJINTH BEPOBATHONY Jla XUIIOTETUIKH Y30PaK U3 OBE PACIOEIIe 3a0BOJbY HEKHU YCJIOB. SHAMO
Ja je pacrnofena 3a F, nuckperna yHu(OpMHA Ha CKYILy PEAIU30BAHUX BPEIHOCTH X1, ..., T,, & Xi,..., X,
j€ TPOCTO XUIIOTETUYKHN y30pakK U3 oBe yHu(OpPMHE pacmojesne. Pa3Morpumo Ha mpuMepy.

ITPUMEP 10.1 (onemuBame paciojese rpelike OleHe OYeKuBamba). Heka nmamo napamerap

0 = h(F) = Ep(X).

JacHo, Tana je h(ﬁn) = X,, (pauynamm cMmo Heryie panuje). Permmo a KeJuMo J1a CpadyHaMo
M(Fa) =Py (VA ~ (F)) <a) (101)
y HEpeaJMCTHIHOM ciay4ajy n = 2. [IpermocraBumo j1a Cy cTaTUCTUKE MOPETKA JIaTe Ca

X(l) =c< X<2) =d.

Tana cy X7 n X He3aBuCHe, ca MCTOM DACIIOJIEIOM

IMap (X7, X3%) crora ysuma jegan on moryha derupu mapa BPEHOCTH
(e, c), <07 d>7 (d, C), (d, d)a
cBaku ca BepoBarHohiom 1/4. Crora
1
o = (X1 4+ X3)
ysuMa BpeaHocT ¢, i(c+d) u d ca Bepoparnohama 1, 1 u 1 penowm, onaxie

0" — h(F,) = 6" — %(o+d)

ysuma Bpempocru 3(c —d), 0, &

paayuatu 10.1 3a 6uI0 KOjy BPEIHOCT a.

(d — ¢) ca BepoBarHOhama %, % n % PeIoM, ONaKJIe Cama MOXKEMO

ITPuUMEP 10.2 (6yrcrpenoBame BepoBaraohe). Heka xkeiumo Ja oleHuMO:
A (F)=Pp ((Xl, X)) € A).
Taga je A, (F,) obmuka

A (F,) =Pp ((Xi‘,... X3 e A),

rue je X7, ..., X} y3opak u3s Fn, a A weku oxpehen ckyt. pyrum pednma, umamo npobiem Ja oipe-
IuMO BepoBaTHONY Ja ciydajHu BeKTOp (C HE3aBUCHMM M jEJHAKO PACIOIE/HEHUM KOMIIOHEHTAMA)
yrhajHe y HeKu ofpeljeH CKyIl, IITo ce CBOIM Ha N-TOCTPYKY CyMy WJIM WHTETPAJL.

3a BeJMKO 1 OBO HAM CTBapa CBOJEBPCHU ITPOOJIEM: MH TEOPUjCKU 3HAMO KAKO PadyHATH OyTCTpEen
OLIEHY, aJIM je OHA PAYyHCKM 3aXTeBHa/HeMoryha.
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Crangapaau npuctyn oBoM mpobsiemy je Moure Kapsio ampokcumanmja. CuMmysimpamMo BpeTHOCTH
BekTopa (X7, ..., X ) Besuku 6poj (B) myra na he pesarusna dbpexsennumja (yeo) OHUX peayusanuja
Koje cy ymase y ckyn A 6utu jo6pa anpokcumaiuja sepoparnohe. OBo 3naMo Ha ocHoBy Bepnysujesor
3aKOHa BeJIHKuX OpojeBa. 3Hauu Tpeba ma cumysnupamo B y3opaka’ u3 pacnouene F,, Tj.

*

*

11525 1n

* *
X5,.., X5,

* *
X1y X

Hobujern y3oprin HaszuBajy ce dOyrcrpen y3opiu. Moute Kapsio anpokcumariuja 3a )\n(ﬁn) 6uhe

1
b= 5 2 H(Xh, -, X5,) € 4},
i=1

Benmauna Ap,, HasuBa ce Oyrcrpen anpoxcumanujoM. HapapHo, oBa Hporeaypa Huje orpaHuveHa
camo Ha CJIydaj KaJa OlEHyjeMO HElO3HATY paclojeny orneHe (BeposarHohy), Beh je nmpuMensbusa u
Ha ocraJsie dyHKIMOHase Koju 3aBuce o n. Llena gsodasna nporeaypa, onemusambe A, (F) nomohy
A, (F,,), a norom merosa Monre Kapiio anpokcumMaimja, HazuBa ce 6yTcTpen METo.

ITPUMEP 10.3 (6yTcrpenoBame OYeKnBamba). [IpeTnoctaBuMo Ja Hac, Kao Uy jeJHOM Ol IpeT-
XOJHUX MPUMepa, 3aHNMAa OlehUBabhe npuctTpacHocTu. OBie KOHKPETHO KEJIUMO 14 OIEHUMO

A\ (F) =Eps(X,, .., X,) — h(F)

3a Heky oneny ¢ mekor ¢gynkuuonana 6 = h(F). Taga je

Bunenu cmo nma mpobiiem HacTaje y padyHamby YMamheHUKa y TOPHEM U3pa3y, jep je TO padyHame 3a
BEJIMKE 1 PAYyHCKH BeoMa 3axTeBHO. Jla OucMo mpeBasuIm oBaj mpodseM, Byd4eMo OyTCTpel y30pak
Kao u paHmje. 3a CBaKO i oxpehyjemo

0F =0(X5, ..., X5,

3

a onza anpokcuvupanmo A, (F),) momoliy

1 & -
=1

Ha ocroBy 3axoma BeTuKux 6pojeBa, yMambeHUK y TOPIHeM u3pasy, kao cyma IID ciyaajunx Bennanna,
TEeXKM y BEPOBaTHONU Ka

ES; = BS(X],...,X7),

Te je crora, 3a BeIuKo B, \j . ca BenukoM BeposaTHOROM 6sucko Bpenmoctu A, (F),).
CauyaH TPUCTYI MOYXKE Ce KOPUCTUTHU W KaJia, Ce OIEHYje HEKHU JIPYTHU IapaMeTap.

TTocToju jom MHOrO CTBapH Koje ce ¢a OYTCTPEIOM MOTY DPAJUTH: MHTEPBAJM IOBEpema (TavaH, Basios,
HEPIeHTUIIHY, CTOKepHU, bias-corrected, CrymenTuzoBan uTx), 3aTUM TECTUPAE XUIOTE3a, nopeheme ca
JPYTUM METOIMMA, ajii CMAaTpaM Ja OM TO MPEBUINE IIPEMAINIO OKBUPE OBOT Kypca, Te hemo ce oBie 3ay-
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CTABUTH. 3a OHE KOjU KeJie Ja 3Hajy Buile, npenopy4ayje ce 7], [4], [6] n comana mureparypa.

»bomwe je 3namu MH020 U YECNO, HE20 HE 3HAMU HUULMA,
nospemero, Hukad, xojexyde.”

- Terak Dophuje (Lpuu I'pyja)
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