OnabpaHa 1IOrIaB/ba ajareope
Satanu

1. Heka je R mpcreH.

1) Ba R xaxkeMo Ja je meso yKoumko caku eneMedT ¢ € R\ {0} nma My TUIIMKATUBHA MHBEDS.

IMTokazaru jga ako cBaku eement a € R\ {0} uma mecnu muBeps, taga je R redo.

2) 3a R kaxkemo na je domen ako jenuaxkoct ab = 0 ummmiupa a = 0 wim b = 0. Iokazatu ma
je nomen R koju cauprku MuHuMaJHu (HEeHyJa) JecHu uiaeas I jeHo Tedio.

3) Tokaszaru ja ako je a € R jIeBO HHBEPTUOW/IAH U HUje JECHU JeJUTe/b HyJle, Tajla je ¢ UHBEp-
TUOMJIAH.

4) Yxkomuko 3a a € R 1 HeKO n > 2 BaXKu Jia je a’ MHBEPTUOUJIAH, TaJIa jé U 4 MHBEPTUOUJIAH.

5) Ako je 3a a € Ru b € R enement 1 — ab mecno unseprubuian, Taga je u 1 — ba mecHo
uuBeprubmian (Kanaancku).

2. Aneebpa xeamepruora jecte

H=R1®&R:i®dRj SRk
ca CTaHIApIHUM cabupareM 10 KOOpAMHATaMa U MHOXKemeM onpeheHnM penarujama

i?=42=—1,ij=—ji=Fk.

1) Tlokazaru na je H jemno reio.
2) Ilokaszaru jaa je
Ri={a+bi+cj+dkeH]|a,bcdeQ}

je,HHO TeJI0 t{I/Ije €JIEMEHTE Ha3SUBaMO PAUUOHAAHU KEATMEPHUOHU.

3) Osuauymmo nornpered ox Ry Jlunwuyosur keamepruona:

Ry={a+bi+cj+dkeH]|a,b,cdecZ}.
TlokazaTu ma je merosa rpyma jeIUMHUIA
U (Rg) = {=£1, +i, +j, +k}

KO_]y Ha3UBaMO KE6AMEPHUOHCKAG 2PpYyna 1 O3HaA9aBaMO je ca Q

4) Osuayumo npcred Xypeuyosur K6amepHuoHa ca

Rgz{a+bi+cj+dk

5 €H|a,b,c,d € Z cy ucre HapHOCTI/I} .

TlokazaTu ma je mwerosa rpyna jeIMHHUIA

tl4+i+)+
U (R;) = {il,iz’,ij, +k, ”k}

2
5) Iokasarn na Baxku usomopduszam U (Rs) /{£1} = Ay (Jupakos mpux).

3. Heka je R upcren. Ako Baxku ab = 1 u ba # 1, mokasaTu jia €JIeMEHT @ MMa OECKOHAYHO MHOIO
necaux uasepsa (mpux Kanaanckoz).



4. Hexa je R noreHnujagHo HEyHUTAJIAH IIPCTEH ca 6ap /IBa eJIeMeHTa, y KOME 33 CBAKH HEHYJIA €JIEMEHT

10.

11.

a € R nocroju jenuncreenu b € R rakas 1a je aba = a.

[t

Tlokazatu ma je mpcren R jgomew.

[\

ITokazaru na Baxku bab = b.

w

Ilokazatu na npcren R uMa jeuHUILY.

—

) Ilokazaru za je upcren R Tedio.
) Hasectu npumep npcrena R u esementa x € R raksor ga Baxku Rx C zR.

N

Heka je R npcren u x,y € R enemenTn Taksu ja Baxku Rx = Ry. [lokaszaru ma Taja mocroju
uzomopduzam gecaux R-momyna f : xR — yR takas na je f (z) = y.
1) Ucnuraru na jm nocroju gomen ca 10 ejxemenara.

2) Hexa je p npoct 6poj. IlokazaTn Ja je cBaKM IIPCTEH ca jeIMHUTIOM Ca p° eJleMeHaTa KOMYTa-
TUBAH.

3) Hexa je p mpoct 6poj. KoncTpyucaTn HeyHUTATHI TIPCTEH ca p? eJleMeHaTa.

4) Heka je p npoct 6poj. KoncrpyucaTu mpuMep HEKOMYTATHBHOT TIPCTEHA ca p° eeMeHara.

Hexka je R koMyTaTHBaH IIPCTEH Ca jeAuHUIOM u Heka cy f i g mosunomu uz A = R[X] Taksu na
je fg = 0. Ako je g pazamauTo o HyJse, JOKa3aTH Jia MOCTOju HeHysa ¢ € R takas ma je c¢f = 0.

. Heka je R meynuramnn npcren. Ha ckyny R = R x Z necdunummemo cabuparbe

(r1,m1) + (re,n2) = (11 + 12,11 + N2)
7 MHOXKEHhe
(r1,m1) X (ro,n2) = (r1re + nor1 + N1T2, M1Ng) .
1) IokazaTu Ja je ca OBAKO yBeJeHHM omepanujamMa R yHATATHE TPCTEH.

2) VKOJIHKO je S yHUTAJIHE IPCTEH, OKa3aTH Ja II0CToju npupoHa bujeximje P r s u3mely ckyma

xoMoMopdu3amMa TPCTeHoBa ca jeauauiiom Hom (R, S) 7 CKyTa XoMoMopdu3amMa TPCTEHOBA
Hom (R, S).

. Heka je R upcren ca jeguaunom, n > 2 u S = M, (R). O3naunMo TunmyaH ejeMeHT u3 S ca

A = (aij).

1) Axko je 1 < k < n, mokaszaru ga je ckyn csux A € S TakBux ga je a;; = 0 3a ¢ # k mecuu
ujeas mpcrena S.

2) Ako je 1 < k < n, nokasaru Ja je ckyn cBux A € S takBux 1a je a;; = 0 3a j # k jesu uieasn
npcrena S.

Haru npumep npcrena R, momyna M u N Han wum u enementa ¢ € Homy (M, N) xoju Huje
R-MOmyicku XoMOMOpQU3aM.

Heka je R upcren. [locmaTpamo KoMyTaTuBas jaujarpaM Momysia u R-xomomMopdusama

My — M; — s — 2 Mz —5 M,
¢ol ldﬁ lfi)z l@% l¢4
No Bo N, B1 N, B2 Ns B3 N,

IpuA 4eMy Cy BPCT€ Ta9YHU HU3O0BU.

1) TlokazaTu na axo cy ¢o, ¢1, d3, P4 m3oMopdusMu, Tana je u ¢ usomopdusam (Cmurnpodosa
nem Aema).

2) Ucnuraru ga jm ce ycjoBU MOIY OCIa0UTH.



12. Heka je R npcren. IlocmaTpamMo KoMmyTaTuBaH gujarpaM mMoayia u R-xomomopduzama

0 M, —25 My, —225 M, 0
¢71l l(bz Lﬁs
0 Ny - N, P N 0

IIpU YeMy Cy BpPCTe€ Ta9HU HU30BU.

1) IlokazaTu ja je npu 3amarum ¢ u ¢3 xoMoMopduzaM ¢o oapehen 1o Ha xomomopduzam
M3 — Nj.

2) Ykoauko cy 3azaru xoMoMopdusMu ¢; U ¢3, UCIHUTATU A JHU YBEK [OCTOJU o TAKaB Ja
JaujarpaM KOMYTHPA.

13. Heka je w: R — S xomoMopdusam 1pCcTeHoBa.

1) Heka je M jenan S-momysn. CrnospammsumM MHOXKebeM 1 -m = w (r)m 3ar € Rum € M, on
[IPUPOJIHO TIocTaje jeman R-momyn koju hemo osuaguru ca M*. Ilokasaru na moxena M — M«
nedbununrte pyakrop UY :g M —p M.

2) Tocmarpamo dyukTop F¥ g M —g M nedunncan ca F* (M) = Hompg (S¥, M). Axo je M
Jieu R-momyst u N jieBu S-MOJIyJI, TIOKA3aTU Ja TOCTOjU IPUPOIHA OUjeKIn)ja

@y N Homp (N, M) — Homg (N, Hompg (S, M)) .
14. 1) Tokazatu na je Homy (Q,Q) =2 Q (Koww).
2) Tlokasaru na je Homy (Q,Z) = {0}.
15. Heka je R upcres.
1) Axocy Au {B;|i € I} neBu momymnu Hag R, IOKA3aTH @ TOCTOJU MIPUPOTHA XOMOMOPhU3aM
@HomR (A, B;) — Hompg <A, @ BZ-)
icl icl
¥ UCIUTATH 13 JIX j& W30MOP(MU3aM.

2) Akocy Bu {A; | i€ I} neBu monynu uan R, mokazaTu Jia 10CTOjU NIPUPOIHE XOMOMOpdU3aMm
@ Homp (4;, B) — Hompg (H Ay, B>
i€l icl
U UCTIMTATH JIa JI j& u30MOpdu3am.
16. Y oBoM mpuMmepy je 6a3Hu MPCTeH Z W CBU MOJIYJIA U XOMOMOPMUIMU Cy HAJ M.

1) Heka je A AGesosa rpyna. Oapemuru Hom (Z,,, A) 3a cBe n > 2.
2) Heka je p upoct 6poj. Oapeauru npcren End (Zp X sz).

17. Heka je R upcren. [lokazatu na ako je nus
0 —— Homg (A", B) SN Hompg (A, B) 2 s Hompg (A’ B)
TadyaH 3a cBe R-mojyne B, Taja je TayaH HUA3

A e Ay g 0.

18. 3a npcren R jaedUHUIIIEMO HEroB y4eHmap Kao

Z(R)y={reR|(VzeR)(rz=2zr)}.



19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.
27.

28.

1) TlokasaTu ;1a je IEeHTap MPCTEHa HEroB KOMYTATUBHU TOTIIPCTEH U UCTIATATH 1A JIW j€ UIEAL.
2) Tlokazaru ja je 3a jese mogyie M u N nan nperenom R, ckyn xomomopdusama Hompg (M, N)
upuposaHo jeman Moy uan Z (R).

Heka je R upcren.

1) Oupenuru nenrap marpuunor upcrena M, (R) 3a cee n > 1.

2) Heka je G konauna rpyna. Ozxpenurn nienrap rpynsor nperesa R [G].

Heka cy I u J umeasun koMmyraTuBHOI npcTeHa ca jequannoM R. [Tokazaru jga Baxku uzoMopduszam

monyna R/I®r R/J = R/ (I+J).

Heka je R komyTraTuBaH nipcreH ca jenuautioM, I mweros upeas u M jeman R-momyn. dedunuimemo
TTOJIMO/TYJT
IM:{zlml—i——i—zrmr | Tlyeveylp EII/Iml,...,mT GM}

IMokasaru 1a Baxu nzomopduzam M /IM =2 M ®@p R/I.

Hexa je {e, f} jeana 6aza BexTopckor npoctopa V = R2. Tlokazatu nace e®@ f + f@e €V @g V
HEe MOXKe HAIUCATH y 00JUKYy v ® w 3a v,w € V.

Heka je I = (2, X) unean upcrena R = Z [X].

1)
2)
3)

)

4) Tlokasaru na je (t) = R/I.

TTokazaru ja ce Tenzop 2@ X + X ®2 € I @ I He Moxke Hanucarn y obauky a® b 3a a,b € 1.
ITokazarn na jet =2 X — X ® 2 € I ® I Henyna ejgeMent.
Ilokazatn na je 2t =0u X -t = 0.

Heka je R upcren. Ilokasatu ga dynkrop M ®p y onmirem ciy4ajy Huje Tada.

Hexka je 3a ce i € N momyn M; = Z cnoboman Z-mozmyi ca jeamum remeparopom u M = ],y M;.
OzHaunmo u weros moamoayst N = @;enyM;. Ilokasaru na M Huje ciaobonan Z-moiyst Ha cienehn
wauwnH. [IpernocraBumo na M jecre ciobonan Z-momyi, ca 6a3om B. Kpos HapeHe Kopake W3BecTu
KOHTDPAIUKIIN]Y.

1) Hokazaru na je N npeGpojus.

2) Iokaszaru ma noctoju npebpojus noiackyn By on B takas na je N cagp:kan y moamoayry Ny
renepucanuM ckymnoM B;. Jlokazartu ja je u N1 npebpojus.

3) Heka je M = M /N;. Ilokazaru na je M ciobonan Z-momays. 3ak/byduTu jaa ako je & € M
HEHYJIA €JIEMEHT, MOCTOjU KOHAYHO MHOTO Pa3JIMYUTHUX TIO3UTUBHUX IeuX OpojeBa k TakBux
na je T = km 3a Heku m € M.

4) Heka je S ={m € M | m; = £i!, 3a cBe i}. lokazaru na je S Henpebpojus CKyil. 3aKJbyIuTU
Ja mocroju s € S TakaB Ja je s ¢ Ny.

5) IMokazaru na 3a cBaKM NO3UTHUBAH 11e0 6poj k nocroju m € M takas ja je § = km.
Iokazaru ja je {0} jenuna AGesoBa rpyna Koja je yjeHO IPOJEKTHBHA U MHjEeKTUBHA.

Hexa je R mpcren. Ilokazaru ma je meBu R-momyn M WHjeKTHBaH aKO U CaMO aKO BayKH J1a Ce 3a
cBaku JieBu uneast J, ceaku xomomopdusam f : J — M npommpyje na R (Bepos kpumepujym).

Heka je R upcren. 3a nesu R-monyn M nedbunumiemo dyaaru modya M* = Homy (M,Q/Z) koju
uMa TIPUPOJIHY CTPYKTYPY JecHOr R-momyia.

1) Tlokazaru na je M = {0} axko u camo ako Baxu M* = {0}.



2) Ilokazaru j1a je
ML N2

TayaH HU3 R-MOJysia aKo U caMo aKo je

LA N NN Y

TadYaH HU3I.

29. Heka je R npcren u P npojextusan R-moxyn. Ilokazaru ma nocroju ciaoboman R-momyn F' rakas
na Baxu P @ F = F (Ajaenbepeos mpurk).

30. Hexka je R npcreH u HeKa Cy

0 s’ p

M 0

KPaTKN Ta4HU HU30BM MOJyJa, npu demy cy P u P’ npojektusnm monynu maxg R. Ilokazatu na
Taga Baxku uzomopduzam S G P’ 2 S & P (Illanyenosa aema).

31. Heka je R nupcren. IlokazaTtu n1a je nupeKkTHa CyMa WHjeKTUBHUX R-MOJysia WHjeKTUBAH R-MOMTy
ako 1 camo ako je npcred R Herepun (Bac-Ilan).

32. Heka je f: R — S xomomopduszam npcrenosa. Ako je S Herepun R-Mojrys1, MOKa3aTu ja je CBaku
Herepun S-monyn yjenuo u Herepun R-momyt.

33. Heka je R mpcren. 3a R-moxyn M kaxkemo aa je Apmunos ako 3a cBaku uu3 {M, | n > 1} nox-
moxyna om M rtakaB ma je M,41 C M, 3a cBe n > 1, Baxku ga mocrtoju N > 1 takaB jma je
My = Mpyyn, 3acBen > 1.

(1) Ilokazaru na je M ApTUHOB MOIYJ aKO W CaMO akKO CBaka HenpasHa (baMUinja HEroBUX
[TOJIMOJLYJIa UMa MUHHUMAJIHU €JIEMEHT, Y OJHOCY Ha MHKJIY3Ujy.
(2) Axko je

0 —— M —I 5 —9 5 m 0

KpaTak TadaH Hu3 R-Momyna, mokasaru ga je M Aprunos Momys ako u camo ako cy M’ u M
ApTuHOBI MOITYIIH.

34. Heka je R upcren. Ilejxobeonos paduras npcrera Ry oznanu J (R) je Upecek CBUX HEroBUX MaK-
CUMAJTHUX JIEBUX WJIEAJIA.

1) TlokazaTu na BazKwu:
J(R)={te R| (Vr € R) (1 —rt uma jeBu uuBep3 )} .

2) Tlokazaru ga je J (R) mecuu umean npcrena R.
3) Axo je R 7eBo ApPTHHOB IIPCTEH, IIOKA3aTH Ja je mheroB [1ejkoGCOHOB pajuKas HUJIIIOTeHTAH.

4) Axo je R neBo ApTuHOB IpCTEH, OKa3aTH JIa je mHeros [1ejKoGCOHOB paIuKaJ pecek KOHAYHO
MHOTI'O MaKCHMaJIHUX JIEBUX HJeaJia.

3) Ilokazaru JAa KOMYyTaTuBaH ApTI/IHOB IIPpCTEH UMa KOHaYHO MHOI'O MaKCHUMAJIHUX HJeaJla.

Rz{[g ﬂ |m,y€RI/I7‘€(@}.

1) Tlokaszaru ma upcren R jecre u jieBo Herepun u jieBo ApTUHOB.

35. Ilocmarpajmo mpcTer

2) Tlokaszaru ga npcrer R Huje HU jnecHO HerepuH HU j1eCHO APTHHOB.



36.

37.
38.

39.

40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

Heke je R npcren, M momyn vag R u f: M — M xomomopdusaM MOIYJIA.

1) Ako je M Herepun momysn u f enmmopdusam, nokazatu ga je f usomopduszam.

2) Axo je M Aprunos momyn u f monomopduzam, nokazatu aa je f usomopdusam.
IlokazaTtu ma ce cBaKm MOIYJI HAJ JTOMEHOM ) MOXKe YJIOKWUTHU Y J€/bUB MOILYJI.
Heka je A = Hp Z,, AbesioBa rpyma, rjiie je Ipou3BoJ 33JaT 0 CBUM IIPOCTUM OpOjeBHMA.

1) Tlokazatu na je @p Z,, Top3noHa noarpyma rpyme A.

2) Tlokasaru ja TOp3MOHA MOATPYIa Tpyle A Huje HeH JIUPEKTaH cabupak.
Heka je D rnauum momen, M cioboman D-momyn panra n > 1 uw N nHenyma mogmomysn on M.
IMokaszaru na nocroju D-6a3a {y1, ..., Yn} Mogyaa M, 6poj m < n U HEHYJIA €IEMEHTH G, . . . , Ay €
D TakBu [a BarKu:

1) Cryn {a1y1, ..., amym} je D-6a3a momyna N.

2) Baceei=1,...,m— 1 Baxu a; | a;41.
Heka je k anrebapcku 3aTBOPEHO MoJbe U Heka je V' jeman k-mmpocTop KoHadHe guMmensuje n. Ao je

L:V — V jenno k-nmHeapHO Ipec/iMKaBambe, JOKA3aTH J1a mocToju k-6a3a e mpocropa V' Taksa Ja
je marpuna [L], ZKopranosa.

Hexka je R mpcrern u M momyn uan R. llokazatu ga cy cieneha TBphema eKBUBAJIEHTHA:
1) M je reneparop.
2) R je nupekTaH cabupak JUPEKTHE CyMe KOHAYHO MHOrO Moysia M.
3) Ako je f : A — B menyna xomoMmopdusam, nocroju xomomopduszam g : M — A rakas ga je
fog#0.
4) Axko je f. : Hompg (M, A) — Hompg (M, B) usomopdusam, taga je u f nsomopdusam.
5) Axko je f.:Hompg (M, A) — Hompg (M, B) enumopdusam, taga je u [ enumopduszam.

Heka je R npcren u M momyn uaj R koju je reneparop. [lokazatu na je mpousBosban R-momysn A
n30MOpdaH KOJTUIHUKY TUPEKTHE cyMe Komuja Momyaa M.

Heka je R npcrer u M mopyn aan R. Osnaunmo S = Endg (M) u C = Endg (M).
1) Tokazaru na je S = Ende (M).
2) Tlokazaru Ja je CBAKM KOHAYHO MEHEPUCAH MPOjeKTUBaH R-MOmys jesan S-reneparop.

3) Tlokasaru na je cBaku R-reHepaTop KOHATHO MeHEPHCAH S-MOyIL.

Heka je f : R — S xomomopduzam npcrenoBa. [lokasatu ma ako je M jeman R-remeparop, Taja je
N =M ®pg S jeman S-remepartop.

Heka je R xomyrtaruBan npcred u M KoHadHO rerepucad Momays nan R. Anyaamop monyina M je
ujeas npereHa R:
Anng (M) ={re R|rM = {0}}

IMokazaru ja 3a unean I upcrena R Baxku na je IM = M axo u camo ako je R = Anng (M) + 1.
Heka je R upcren u M moxyn naz R.

1) Tlokazatu na axo je M KOHAYHO TeHepHCcaH IpojekTuBaH R-momys, Baxku Tr (M) M = M.

2) Ako je npcrerH R KOMyTaTHBaH, II0KA3aTH JIa j€ KOHAIHO MeHepHCcaH npojektusan R-momyn M
TeHepaTop aKo M CaMO aKO MMa TPHUBHUjaJIaH aHyJIaTOoP.

Hexa je R upcren, M konauno renepucan R-monyn u I C J (R) unean. Axo je IM = M uokasaru
1a je M =0 (Haxajamuna sema).

Hexka je R mpcres.



1) Tlokazatu ma cy m0 Ha m3omopdu3aM IpocTn R-Momynu TavuHo KoswmaHUM obsnka R/m, e
je M MaKCUMAJIHU JIEBU HJIEAJI.

2) Ilokazaru na je nosyupoct Jjesu R-moxyn M Herepun ako u camo ako je ApTuHOB.
49. Hexka je R jeBo ApTHHOB TIpCTEH.

1) Tlokazaru ma je kosmunuuku upcred R/J (R) mouynpocr npcres.

2) Tlokaszaru ga je R sieo Herepun npcren (Xonkunc).

50. Heka je R upcren u G rpyna. [Tokasaru ja je rpynan nperes R [G] mosymnpocT ako u camo BaxKu
na je R mosmynpocr npcred u G je konauna rpyua umju je pea N = |G| uaseprubuian y R.



