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IIpearosop

ITus oBor pasa je ma ce mpeacTaBe OCHOBHU TOjMOBU aJirebapcke K-Teopwuje, ca aKIEHTOM HA
IIyHO TIpUMepa KOju ce He cpely IpeBuIle 4ecTo y CTaHiapaHoj jureparypu. OpranusoBaH je y
YeTupHu rJjaBe.

I'taBa 1 je yBomHOT KapakTepa U y 0] ce gedpuHnIIe HAjBaKHUja KJIaca MOIYJIA KOjy IpOydaBa
airebapcka K-reopuja, a TO Cy HpojeKTUBHM MoayJin. HapejeHa je mUXoBa KapakKTepu3allija U Be-
JIMKU OpOj MpuMepa KaKBU Cy IIPOjeKTUBHU MOJYJIH HAJ oapeherHnM Kjaacama npcrena. [lokazana je
JeMa E KOja je y pajly IyHO IIyTa UCKOpHITheHa Kao MPBU KOPAK Y OMKCY MPOJEKTUBHUX MOJTyJIa. ¥
npumMepy @ OIIMCAHM Cy TPOjEKTUBHU MOJIY/IN HAJ, BayKHUM IIPUMEPOM IIPCTEHA KOjU HUje KOMYTa-
TUBaH. Y TPUMEDPY E ormcana je CBOHOBa KOPECIIOEHITHja 110 KOjoj je Tonovionika K-teopuja, Koja
je 3a MmHOTe ayTope cmHOHUM 3a K-Teopujy, cnenujanan ciay4aj aarebapcke K-teopuje. IlpojekTus-
HU MOJLYJIM HAJI JIOKAJHUM IPCTEHUMAa, Cy OJ1 TOCEOHOT 3HaYaja M OHU Cy OIUcaHu y Teopemu [1.4. Y
HaCTaBKYy Cy UCTAKHYTHU PaJUKAJICKU UICAJIN, & Meljy BUMa HOCG6HO BaKHHU 1M HUJIIIOTECHTHU HJICaJI
(meduruIIjA @) Yy OTHOCY HA UHjy PEAyKIHjy ce MPOjeKTUBHU MOJIYJIN IPUPOIHO MOHAIIA]Y. Je-
JaH O] K/bYYHUX JIEJ0BA OBE IJIaBe jecTe NedUHUCAbe PAHTa MPOjeKTUBHOT MOJMYJIA U JIOKA3UBAIHE
IbErOBUX CBOjCTaBa KPO3 TEOPEME , , .

Y ry1aBU 2 IpCTEHY je IpUAPYKeHa BayKHa WHBapHjaHTa, [ImkapoBa rpyna. Bazkan amaT 3a BeHO
n3padyHaBaHEe jecTe TeopeMa @ Koja MuHOpOBOM KBaJpaTy J07e/byje TadaH HU3 KOju IMOoBe3yje
rpyny jenununa ca llukapoBom rpynom npcrena u3 KBajpaTta. I'panudHu xoMoMopdu3aMm TOT HU3a
basupaH je Ha MWJIHOPOBOM yINUBaIby, U Y IPUMEPY @ je TMOKa3aHo Ja je CBaKW MOJyJ nobujeH
Kao pe3yJiTaT ymmBama, y ciaydajy Mumroposor kBaapara. Ilocebno je mcrakmyra jgema @ ITOMO-
hy koje je y mpumepy @ netaspHO m3padynara I[IukapoBa rpyna npcrena Koju uuje lemnekmHmos
nomed. ITorom je mokazano ma ce y ciay4ajy lenekunnoBux nomena, [lukaposa rpyma mpupogHO mO-
KJIala ca KJIACHOM I'DYIIOM HjeaJa (Teopema @) 3a Kpaj OBe IJIaBe YBEJEHO je U3BECHO YOIIIITEHEe
HenexkunaoBux nomeHa, KpysioBu IOMEHU U CKAIUPAHA j€ TeopeMa KOjy je mokazao Kiabopm,
Mo K0joj ce cBaka Abemosa rpyma (G peanm3dyje Kao KJlacHa rpyTa uieaja Hekor JleaekuHmoBor
JIOMEHA.

Y rnaBu 3 je jmeraspHO omucaH ['poTeHMKOB pyHKTOD Koju AGesoBoM MoHOUIy M Ha yHUBEp-
3aj1aH Ha4uH nojesbyje AbenoBy rpymy G (M) kojy nasuBamo I'porenmukoBa rpyna. Ilokazana cy
CBOjCTBa Te TPyIie, IHeHa TPOIYKTUOUIHOCT y TEOPEMU U Ja OHAa UMa IIPUPOJHY CTPYKTYpPY IIp-
creHa yKoauko je M Abeos mosynpeTen. Y mpuMepy @ I'porenukos GpyHKTOD Cce IpuMemyje Ha
koHauHy rpyry G Kojoj ce momesbyje bepHcajnos nperen Koju je 6asupaH Ha KOHAYHUM CKYIIOBHMA
Ha koju rpyna G JejcTByje, unja ¢y OCHOBHA CBOjCTBA HABEJEHA y TEOPEMH @

I'itaBa 4 je menTpasHu €0 pajia, U y 10j ce jedrHuIle BaXKHa WHBapUjaHTa a To je ['porenm-
KOBa rpyna npcrena. [lokazanu cy meHa pyHKTOPHjaJIHOCT (TeopeMa @) Ka0 U CBOjCTBO IIPOJIYK-
TubmiHOCTH (TeopeMa @) momohy koje je oapehena ['porenaukoBa rpyna ApTHHOBOI IPCTEHA, y
npumepy W.5. APpTUHOB IPCTEH je KOHAYAH MIPOW3BO/L JJOKAJHUX IIPCTEHA, & Y ITPUMEPY @ je ompe-



bena I'porenukoBa rpyma JIOKaJHOT IPCTEHA. ¥ C/Iy4ajy rpyliHe ajrebpe KOHAYHE TPyIie, TPUMED

yKa3yje Ja ce OHa CBOJU Ha IPOYUABAHE PEIIPE3EHTAIIN]a T€ TPYIIe, HAJI aJredapCKu 3aTBOPEHUM
moJbeM. 3a KoHadaH BynoB mpcren y mpumepy JIaTO je eKCIUIMIUTHO ojipehuBaimbe ejemenara
mwerose ['porensukose rpyme. Ilokasano je 3atum (Teopema @) na je y caydajy Herepunor npcre-
na Moryha pejiykiuja Ha IIpCTEHE KOjU HEMAjy HETPUBHUjAJTHUX HUJIIIOTEHTHUX €JIEMeHATa. Y BEJIeH!
Cy O KOMITOHEHTaMa CJI00O0IHU MOJIyJIM, U TOMONY HUX je y TeopeMu @ onpebena ['porenaukoBa
rpyma ¢ou Hojman perynapuux npcrena. To je moroMm uckopurirheHo y npumepy Ja ce TIOKaXKe
na ['porerukoB (DYHKTOP y OMIITEM CJIydajy HE KOMyTHUPa ca OecKOHadHUM mpoudBoguma. Jlasbe
je yBemen Tpancdep, xoMoMopdu3aM KOju MMa UHTEPECAHTHA, CBOjCTBA, O KOjUX je 0CeOHO MCTaK-
HYTO Jia 33J/10BoJbaBa (OpMyJy mpojeknuje (reopema @) Taxobhe, y npumepy ITOKa3aHO je
KaKO y CIIEIMjaJIHOM CJIy4ajy MoxKeMo romohy Tpancdepa NpUCTyIUTH eIMMUAHAIUju Top3uje I'po-
TegaukoBe rpyne. Ha kpajy je mara Besa I'porennukose n [Imkapose rpyme. Y jgemu @ IIOKa3aHO
je ma je Ilukaposa rpyma sampapo mnoarpyna ['porenmukose, a ja ce I'porenmgukosa rpyma Heme-
KWHJIOBOT' JIOMEHA, CBOJIM HA M3padyHaBame merose lIlukapose rpyie J0Ka3aHO je y TeopeMu .
Kao Bpsio merpusBmjasan pesyiarar, TeopeMa Jaje ma ce ceaka AbesioBa rpyra peausyje Kao
HETPUBHUjaJIHA KOMIIOHEHTa |'pOTEH/IMKOBE I'pylie HEKOI' IIPCTEeHA KOjU Ce 3aIlpaBo MOXKe oj1abparn
na Oyne emekuHioB JOMEH.



N3jaBe 3axBaJIHOCTH

Benuky 3axBaJiHOCT mayryjeM ¢BOM MeHTOPY, ipodecopy 3opany IlerpoBuliy, Ha moapuiu npu
n300py TeMe, 3HAY U CTPIJHEIbY KOje je YI0KHUO TOKOM CTBaparbha OBOT PaJia. 3aXBAJIHOCT JAyTyjeM U
OCTaJINM YJIAHOBUMA KOMUCH]€e YHje Cy CyTrecTHje JOIPHUHee O0JbeM U3TJIEy Pajia. XBajla KOJerama
ca KojuMa caM y HeOPMAJIHUM JIUCKyCcHjaMa y 300PHUIM CXBATHO HEKE BayKHE CTABKE M3JIOXKEHE Y
OBOM pajly. Besmko xBaJjia M0joj OPOIUIM U TIpUjaTe/bUMa, KOjU Cy YBEK BEPOBAJIM § MEHE.



I'maBa 1

IIpojekTuUBHU MOIYIN

Y oBOM pajy, MOJ IIOjMOM IPCTEH Ioapa3yMeBaheMo KOMYTATHBHU IMPCTEH Ca jEeJUHUIIOM, a
moxysu Koje hemo mocmarparu 6uhe jieBu momysu. 1lusb oBe TiiaBe jecTe Jia yBeIeMO MPOjeKTUBHE
MOJIyJIe, HaBeIeMO HEKe BaKHE ITPUMeEpEe U CBOjCTBa KOja NeMO KOPUCTUTH KacHU]E.

1.1 IIpojekTuBHU MOy

[Touumwemo cierehom nedpunurmjom. Gukcrpamo nperen R. JIok He HATyIacuMmo gpyradunje, o/t
Mojysiom hemo monpasymeBaTu jieBu R-momys. Xomomopdusmu Moaysa he outu R-imHeapHa mpe-
caukaBama. Ca Idp hemo o3nauaBaTu njeHTHYaH xoMoMopduzam Momyaa P.

Hedbunutmja 1.1. Monyn P je npojexkmuear yKOIHKO TOCTOju Momyi () Takas ma je P @ Q
cJ1000/1aH MOJTYJI.

Ha ocuoBy medwununmje, cioboanun Momayiu cy npojektuBuHu. Hapeana Teopema aje KapakTe-
pusanujy npojekrusHux Momya (sumeru [9], [14]).

TEOPEMA 1.1. 3a R-modya P, caedehu ycaosu cy ex6ueaseHmmu.
1) Modya P je npojexmusan.
2) Ba enumopgpusam f : M — P nocmoju xomomoppusam s : P — M maxas da je fos=Idp.

3) 3a zomomoppusam ¢ : P — N u enumoppusam f : M — N nocmoju womomoppusam
¢: P — M maxas da je f o¢p = ¢.

Zloxas. Ilpuapy:xuMo Hajipe oAroBapajyhum gujarpam KOju OAroBapa CBOjCTBY 3:
R P
ol
M-t N—50

3a xoMoMOpdu3am gﬁ KaXkeMo J1a je pewere OBOT IrjarpaMa yKOJHMKO AujarpaM KOMYTHPA.
[3) = 2)] Ilocraumo P = N, ¢ = Idp onakiie je jacHO u3 ropmer aujarpama ja je HeroBo
peIliehe TPAaXKEeHN XOMOMOP(HU3aM .



[2) = 1)] Ba moxyn P, nocroju ciaoboman moaysn F' u emumopdusam f : F' — P koju MoKeMO
JI06uTH TAaKo MITOo 3a F' y3memo cjiob01as MOy 1 HaJl cKymioM P u f y3MeMo Tako a CJIMKa PeHEPATOP
[p] vy p, 3a p € P. Tana umamo npupojaH KpaTKu TavaH HU3:

0 — s ker(f) — F T4 p 0.

Kaza na emmmopdusam f npumenumo cBojcrso 2), nobujemo xomomopdusam s : P — F rakas ja
je fos=Idp. IlocmaTrpamo cajta xoMOMOpPQHU3aM

¢: P@®ker(f) = F

nedunncan ca ¢ (p,q) = s (p) + ¢ u nokaxumo aa je usomopdusam. [TokaxKuMo 1PBO J1a je MHjeK-
tuBan. Heka je ¢ (p,q) = 0 omgrocuo s (p) + ¢ = 0. Kaga npumenunmo f nobujamo

fs@)+f(@)=p+0=0

omakJe je p =0 a camum TuM u ¢ = 0. Ilokakumo jor j1a je cypjekTrBaH, Ia CXOJHO TOME YOUUMO
x € F. Axo oznaunmo p = f (z) u g = = — s (p), Taga umamo na je s(p) +q=x u

flg=f@-s®)=f()-f(s@)=Ff()-p=Ff(x)-f(x)=0

onuocHo q € ker (f). Haxse, momyn P je npojekTuBaH.
[1) = 3)] Heka je momyn P npojekTuBan u Heka je () Moy Takas ga je P®Q = F rje je Moy
F cnoboman. [locmarpamo aujarpam:

P
y
ML N_—So0.

quje perieme TpaxkuMo. [locmarpamo cajia aujarpam

PoQ
|-
P
ls
f
M N > O.
Oznaunmo kommosunujy G = ¢ o mp. VI3 yHuBep3asgHOr CBOjCTBa CJ0OOIHOT MOJYJIA, JTHjarpam

“Ma pereme. 3aucTa, younMo 0asHu ejieMeHT a cjaobomHor moaysia P & @ = F. Ilpecaukamo ra
y enement b = G (a) € N. Ilomro je f emumopdusam, To mocroju enement ¢ € M Takas ma
je G (¢) = b. IlpomyxkaBameM JI0 jeJMHCTBEHOr XOMOMOpPdu3Ma G koju mpommpyje JoIe/bUBabe
Oa3HWX eJIeMeHaTa ¢ — ¢, J00MjaMO pelemne aujarpama

PoQ

|

P
|#
>y N

7

€

M f




Konagno, mocmarpamo aujarpam

M—t N y O

rue je ip (p) = (p,0) u nedurumIMO gZ; =Goi p. llokaxxumo j1a Taj1a KOMyTHUPa JHjarpam

A P
qus
ML>N*>O

3aucra, 3a p € P Baxu na je

To koMILTETHPA JOKA3. [

CBojcTBO 3) y MPETXOHO] TEOPEMHU je YHHBEP3AJHO CBOJCTBO KOje KAPAaKTEPHUIIE MPOjeKTUBHE
Mojyste. Y TePpMUHUMAa XOMOJIOIIKE ajredpe, MOJYJ je IPOjeKTHBAH aKO M CaMO akKo je (MyHKTOD
Hom (P, —) rauan. Hanme, 3HaMO J1a je OH JIeBO TavaH, 114 jé HeroBa TATHOCT €KBUBAJIEHTHA CBOjCTBY
3). 3a yJory mpojeKTHBHUX MOJLyJIa y XOMOJIOIIKO] ajrebpu BujeTu [13].

3a Hac he HajBaKHMjU OUTH KOHAYHO NEHEPUCAHW MTpOjeKTHBHU Momysu. IIparehin mokas mper-
XOJTHE TeopeMe, MOKEMO 3aKJbydnTh cienehe. AKo je Moy P KOHAYHO NeHEpUCAH ca 1 eJleMeHATa
U TPOjeKTUBAH, TO W300pOM Cja000aHOT MOAy/a F' HAJ CKYIOM O M e/leMeHaTa U IIOCMATPAIHbEM
npupozuor emumopduzma R® 5 P, 3a moxya Q = ker (7)) Baxu P @ Q = R". 1 06puyTO, aKo
Moy P ucnymasa jta mocroju Moaysa () takas ga je P @ Q = R", taga je moaysa P npojekTuBaH
1 KOHAYHO TeHepHCaH jep je emmmopdua cimka npupojme npojexuuje P& Q - P a R" je KoHAYHO
renepucan. Takohe, oBo cBe Baxku 1 3a MOy ().

JIema 1.1. Baoice caedeha mephera:

1) Vrkoauxo cy P, P usomoppru modyau, mada je P npojexkmuear axo u camo axo je P npojex-
MueaH.

2) upexmna cyma npojekmusHur modyaa je npojekmusar modys. lodammo, dupexmma cyma
KOHAUHO MHO20 KOHAWHO 2EHEPUCAHUL NPOJEKMUSHUL MOOYAQ je KOHAUHO 2EHEPUCAH NPOJeK-
MueaHr Mooy,



3) Tensopcku npouseod KOHAUHO MHO20 KOHAYHO 2EHEPUCAHUT NPOJEKMUSHUT MOOYAL j€ KOHAYHO
2EHEPUCAH NPOJEKMUBAH, MOOYA.

Jlokas. TIpso, neka je f : P — P m3omopdusam Moayia u Heka je Momyn P mpojextusan. Ilo
JeduHUIUjA, TaJa TOCToju Moayst () Takas na je P @ @) cioboman momyn. Kaga Ha nzomopduzam
f mpumenumo ampexktny cymy ca Idg mro je Takohe mzomopdusam, mobujamo na je f @ Idg :
P @ Q — P ® Q usomopduszam onaxie je P @ @ ciroboman Momys, ogHocHO P je mpojekrusan
moxyn. Hexa je cama mara dbamummja {Py}yc, TpojekTuBHEX MOAyTa. 3a A € A, mocTOju MOy
@\ TakaB qa je Py & Q) cioboman momysi. Kajga mpuMeHUMO JTUPEKTHY CyMy, IOIITO jeé JTUPEKTHA
cyMa CJIO0OTHIX MOJLyIa CJI0601aH MOYJL, TO je (BreaPy) @ (Drea @) cioboman moyr. dpyru meo
TBphema 1o 2) caey U3 YUBEHUIE Ja je JIUPEKTHA CyMa KOHAYHO MHOIO KOHAYHO MEHEPUCAHUX
CJI000IHUX MO/IyJIa KOHAYHO FeHepHcaH cobonan Moays. Tepheme mox 3) je M0BO/BHO MOKA3aTH 3a
JIBA MOJLyJIa, jep ONIITU CJIy4aj jeIHOCTABHO CJIeJI WHIAYKIEjoM 10 Opojy momyna. Heka cy crora
P, M KOoHaYHO reHepUCaHW NPOjJeKTHBHU MOmyu. Tama moctoje momyau @, N u m,n > 1 Ttaksu
maBaxun PP Q = R™, M & N =2 R". Cazga nmocMaTpaMo T€H30PCKU ITPOM3BOJ, OBa JIBa CJI0DOIHA
MOJLyJIa, T1a TIPUMEHOM CBOjcTaBa TeH30pcKor mpoussosa ([b]) mobujamo cienehe uzomopdusme:

R"MEYR"QR'"Y(PoQ)@(MaeN) X (POIM)®(PRN)® (QeM)® (Q® N)
OJIaKJIe CJIeIu TBphembe. O

Hedunurmja 1.2. Moxyn M wan npcreroMm R je KoHauHO npedcmasnsué YKOJIUKO MOCTOjU TauaH
13 R-momyna

R™ R" > M 0.
3a Joka3 HapejaHe Teopeme norsenary [13].

TEOPEMA 1.2. IIpojekmusar modya M nad npcmenom R je pasan. Yroauxo je M wonaumo
2eHEPUCAH, 0HAA je KOHAUHO NPEICmas.brus.

IIpe mero mTo HABEIEMO IIPpUMEPE MTPOJEKTUBHUX MOIYJIA, JOKAKUMO jeHY KOPUCHY JIEMY.

Jlema 1.2. Vkoaukxo cy ceu xonaumno eenepucanu udeanu npcmena R npojexmuenu R-modyau,
mada je ceaxu KoHAuHO 2eHepucar npojexmusar R-modys P usomopgpar cymu Iy @ ... D I 2de cy
Iy, ..., I}, xonauno eenepucanu udeasu npcmena R.

Zoxas. YouuMo KOHAYHO IE€HEPHCAH IpojeKTuBaH Moaysa P ca n reHeparopa. OH je m3omopdan
nupekTHOM cabupky P’ cnobogaor momyna R™ jep je mpojeKTuBaH. YOUMMO IIPUPOIHY IIPOjEKIH]y
T @ R — R Ha 110CJIe/iiby KOOPAUHATY OJHOCHO Ty, () = xy. [loKaxKuUMO MHJIYKIMjOM 110 N 118 je
P’ nzomopdan cymu o1 HajBUIIE 7 KOHAYHO MeHEPUCAHMX Hjeasa rnpcreHa R. Ykommko je n = 1,
P’ je xonauno renepucan uieasn y R na tepheme ciaenu. IlpernocraBuMo caja Ja Cy IPOjeKTUBHE
MomyJu, oaMoayau of R™, m3oMopdHM HEKO] CyMH OJ1 HAjBHUIINE N KOHAYHO NEHEPUCAHWX WJIEa-
na. Hoemarpamo cana 7,41 u npernocrasumo npeo na je P < ker (m,41). Taga je, o63upom Ha
ker (m,41) & R", 10 unaykTuBHOj xunoresu P’ uzomopdan cymu oj] HajBUIE 1 KOHAYHO T€HEPU-
CaHUX UIeAJA.
VY ommTeM ciIydajy, MocMaTpajMo KpaTak TavdaH HUA3:

0 — P'Nker(mpq1) —— P 5% 1y (P) —— 0



IJie je TpBa CTPEUIa WHKIy3uja, a JIpyra pPecTpPUKIja MpupojHe npojekiuje. [lo wHIyKTHBHO]
xunoresu, P’ Nker (m,41) je usomopdan cymu konauno renepucanux uiaeana 1@ ... 5 Iy cak <n
J0K je Ixy1 = 41 (P') xoHauno renepucan umean y R Kao CIMKa KOHAYHO TE€HEPHCAHOT MOJLYJIA.
HonarHo, Hu3 ce niena jep je Iiy1 NPOjeKTHBAH MOJYJ OJHOCHO BazKu:

P = (P'nker (mp41)) @ Tng1 (P) =L D ... D L.

Crora je momyn P’ uzomopdan cymu ox k + 1 < n + 1 KOHAYHO TeHepUCAHUX Hjeasa 4 je TO U
monyn P jep je P = P’. O

1.2 Ilpumepn

Cajta hemo HaBecTn pa3He mpuMepe IpojeKTuBHUX Mojyiia. Heku on mwux he on 3Hagaja butu u
KacHuje, Kaja hemo HaBecTu jorn Baxkaux npumepa. [Ipumepu koje oBae HaBomumo he 6uTn KOHAYTHO
TEHEPUCAHU TIPOJEKTUBHU MOJIYJIU, JOK HE HAIJIACUMO JIpyraduje.

IIpumep 1.1. V cayuajy xaga je upcren R = F mosbe, \HEroBu MOIy/Iu Cy BEKTOPCKH ITPOCTOPH
Haj F ma Kako cBakW BEKTOPCKHU IIPOCTOP MMa Ha3y, TO Cy Y OBOM CJIy4ajy MPOjeKTUBHU MOILYJIN
TaqHO 000U Moy, CrernujaaHo, go0ujaMo 1a cy J0 Ha m30Mopdu3aM, KOHAYHO TeHEPUCAHN
cnobonun F-momymu {F™} 3a n > 0. Hlrasume, Baxu F" = F™ ako u camo ako je m = n. [

IIpumep 1.2. Enemenr e € R je udemnomenman ako je e? = e. AKO je e MIeMIIOTEHTaH, eJIEMEHT

f =1 — e je rakobhe muemnorentan n Baxku jna je R = (e) @ (f) omakie ciaeu Ja MIeMIOTEHTHA
eJIeMeHTH TeHEPUITy Wjeajle KOoju cy IpojeKTuBHU Moaynu. IIpcrern R je Dyaos npcmen ako je
CBaKHU HETOB €JIEMEHT MJIeMIIOTeHTaH. Huje Temko mokasaTu Jla Cy KOHAYHO I'€HEPHCAHU HJeasn
y BysoBom mpcreny riaBrm. 3amcra, Heka je 3aJaT KOHAIHO renepucan upeana I = (ai,...,ap)
Bysoor npcrena R. ITokaxkumo uspykimjom 1o k ga je I rimasuu upeas. Ako je k = 1, Hemamo
HUIITA 7@ JOKA3yjeMO I1a IPETIIOCTABUMO Ja Cy WJieaji T'eHepucaHu ca k ejeMeHaTa IJIaBHU U
younmo ugean I = (ay,...,ar+1). Taga je

I={ay,...,ax) + (ak41) .
ITo unaykTUBHO] XUTIOTE3H, (A1, ..., a%) = (a) na je I = (a,ay1). YouuMo caja egeMeHT
T=a+apy1 +aagy1 € 1.
Iomro x € I To je (x) C I. Ca apyre crpane umamo
ax = aa + aag4+1 + aaap = a’+ aapy1 + a2ak+1 =a+ 2aai41-
Ilomro je mpcren Bysos, To je

l+a=(1+a)’=1+2a+a®>=1+2a+a

omakie je 2a = 0 ucnymeno 3a cBaku enemeHT a € R. Crora je ax = a € (). Anajorso je
ag1T = ag41 € (x) maje I C (z). Jakie, KoHATHO reHepucany ueaan BysoBor mpcTeHa cy riaaBHuI
nneasim. CTora KOHAYHO reHepUcaHu uiaeaan Byimosor npcreda R jecy npojeKTuBHu R-Momysiu, na je
110 JIEMHU E CBaKM KOHAYHO T'€HEPHUCaH NMPOjeKTuBaH R-Momysn ndomopdan KOHAYHOj CyMU TJIABHUX
uneana npcrena R. [
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ITpumep 1.3. Ilpcren R je pon Hojman peeyaapar yKOJUKO 3a CBaKHU eJleMeHT 1 € R mocroju eJte-
MeHT = € R TakaB 1a je r = r2z. Bysmosu npcrenu cy crermjastan ciaydaj don Hojman peryaapaux
npcrena jep je y ToM ciaydajy © = r2 -1 3a caxko r € R. JIpyru npumep don Hojman perymapor
npcrena jecre npomssos R = [[,c¢F nmoma F no unnexcnom ckymy S. 3amcra, 3a enement r € R
dopMupaMo eJIeMeHT T TaKaB 11 je Tg = 7“;1 aKo je rg pasjmyduT OJT HyJie OJJHOCHO s = 0 ako je
rs = 0. Taja je TPUBHjAIHO UCIYESEHO T = 721

CaugHo Kao y mpumMepy @, moKa3syje ce Jia je CBaku KOHAYHO reHepucan ujeas y ¢don Hojman
peryJiapHOM IIPCTEeHy IJIABHU WJIeaJl TeHepUCaH WieMIoTeHTHUM ejemenToM (Buuern [§]). Camum
TUM, CBaK/{ KOHAYHO T'€HEPUCAH HUIEAJl je KOHAYHO Te€HEePUCAH NIPOjeKTUBAH R-MOIyn ma je mo Jie-
MU E CBaKM KOHAYHO T'€HEPUCAaH IpPOjeKTUBaH R-MOiys m3oMopdaH KOHAYHO] JUPEKTHO] CYyMH
IJIABHUX MJI€ajIa OJf KOjUX je CBaKU I'eHepHCaH MIEMIOTEHTHUM ejieMeHTOM. []

IIpumep 1.4. Nako ce oBae 6aBUMO KOMYTATUBHUM ITPCTEHUMA, IMTOKAYKUMO J1a 38 KOHATHY TPYILY
G, ceu mogynu Haz rpynsom ajrebpom C [G] jecy npojektusau. Younmo enumopdusam f: U — V,
C [G]-momyna. Opo jecre C [G]-mureapHo npecsimkaBame, na je cruenujaaso u C-mmueapno. ITomro
je C mospe, To moctoju ceuewe s : V. — U koje je C-nuneapno, takso na je f os = Idy. Cana

IIPUIAPYXKUAMO:
(x) ]G| ng g 13:
geG

Hajupe, oBo jecre C [G]-suneapno npecsimkasame. 3aucra, 3a h € G,z € U, nomro je Tpancaanmja
y Ipymnu Oujexiuja, BaxKu

S (hz) = Z gs ( lhx

gEG

:’é| Z hts (t_lx)

h—lg=teG

= Z hts (t™ ')

tEG

= ’(;|Zt3 t w

teG
= hS (z)

Ocrajio je jour ma mpoBepuMoO Jia je S ceverme of f, MTO IUPEKTHO PadyHaMO

(foS) ()

1 _
e X)) =gl er ) \G|Zgg $:|G\Z””_””

geG geG
Tume koMILTETHPaMO OBaj mpuMep. [

Hamomennmo ma wmeTu 1oka3 mposiasu YKOJIMKO mocMarpamo rpymnny aareopy F[G] rme je F
MTPOU3BOJHHO TMOJbE€ KAPAKTEPUCTUKE HYJA WM M0Jhe KOHAYHE KAPAKTEPUCTUKE P MPU UeMy P He
nemu pen rpyte G.

Hapenuu mpumep je TOMOJIONIKE MPUPOIE W HABOIUMO T PAIN KOMILIETHOCTH. 3a IeTajbe W
soka3 CBonose Teopeme moriesary qyBern Coros paj [12] kao u 2], [9].
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IIpumep 1.5. Hexka je X XaycmopdoB TOIIOJIOMIKY IIPOCTOP U HEKA je
R=C(X)={f:X > F: f— nenpexudna}

npcren Henpeknaaux dyskiuja u3 X y nome F € {R,C} Ha KojeM mocMarpamMo CTaHIAPIHY TO-
mosiorujy. Omepanmje cabupama 1 MHOXKema Ha R cy gedunHmMcane CTaHAAPIHO TAYKa MO TAYKA.
HonarHo, R je u jenna F-anrebpa ca MHOXKeHEM CKajiapa AepUHUCAHIM TadKa 110 Tadka. Bexmop-
cxo F-pacaojerve nam npocropom X je mempekumaHa cypjeximja 7w : F — X TakBa m1a je 3a CBaky
tauky © € X caoj 7' (x) jeman F-nmpocrop u cBaxa Tauka € X mma orBopeny okosmmy U 3a
Kojy moctoju xomeomopduzam h : 71 (U) — U x F* tako nma je 3a ceaxy Tauky y € U merosa
pecrpukumja 71 (y) = {y} x F" jenan F-uzomopdusam u KOMyTHpPa Iujarpam

L U) —— 5 U xF"

TIe je p mpupojHa ImpojeKimja. Bpoj n u3 ropmer gujarpama Ha3WBa, C€ PAHT PACJIOjermha HA OTBOPe-
HoM nozickyty U u He Mopa OUTH UCTH 3a CBE OTBOPEHE OKOJIMHE KOje MCIYHhaBajy TOPHe CBOjCTBO.
MehyTum, oH je JTOKAJIHO KOHCTAHTAH I1a aKo je mpocTop X IOBe3aH, OHIA je Taj Opoj KOHCTaHTaH
Uy TOM CJIy9ajy KakKeMmo 11a je n pare BEKTOPCKOT paciojema. Kaja je 3 KOHTeKCTa jacHO IITa je
IIPECIUKABAHE T KOje HA3UBAHO IIPOjeKINja PACJIOjerha, YeCTO MUIleMo caMo F j1a HazHaumMo Bek-
TOPCKO paciojeme Ha mpoctopom X . Ilokasyje ce ma Bektopcka F-paciojema nan XaycnopdoBum
IIPOCTOPOM YHUHE jeTHY KATETOPHU]y.

Csako BEKTOPCKO paciojeme m : B — X wajg npocropom X mHAYKYyje jeman R-momyst nedpunncan
ca

NE)={seC(X,E):mos=1Idx}

KOjU HA3MBAMO MOJYJ 240004HUT cexera BEeKTOPCKOr paciojema E. Homemusamwe E +— I'(E)
ocTBapyje jemaH aauTuBHU (YHKTOP M3 KATEroprje BEKTOPCKHX paciojema Haj X y KaTeropujy
R-momyna, koju HasuBaMo (ByHKTOP cedera. Teopema CBoHa Tajia Kaxke Ja, Kajaa je X Komnaxmar
XaycmopdoB IpocTop, PYHKTOP Cedermha OCTBapyje eKBUBAJIEHIN]Y n3Mely KaTeropuje BEKTOPCKUX
F-paciojema u KaTeropuje KOHAUHO T'€HEPUCAHUX ITPOjeKTUBHUX R-Moya.

Jlpyrum pevunMa, CBaKU KOHAYHO M€HEPHUCAH ITPOjJEKTUBAH MOJLYJI HAJ IPCTEHOM R HEITPeKWTHUX
dyukmmja X — F kaga je X xkommakTan XaycmopdoB MPOCTOP je MOIYJ Cederha HEKOT BEKTOP-
ckor F-paciojema Ha mpocTopoM X U Kjaca B30MOPQHOCTH TOT PaCjojerha jeJuHCTBeHO onpehyje
KJIACYy M30MOPGHOCTHU TPOjeKTUBHOT Moaysa. HaBemena eksuBasennuja ce Hasusa jorn u CBOHOBaA
KopecrnoHaeHnuja. [

ITpumep 1.6. Heka je R rinaBHOWMIEANCKH JOMEH (IJIABHU JIOMEH). Y KOJHMKO [OCMaTpaMo uieas I
y R paznmauT on HyJie, OH je TeHepUCAH HEKUM ejieMeHTOM 7 € [ pasmumuntum o myse. [lomTo je
R nio mpermocraBiu gomeH, To jeanakocT ar = 0 uMmmunupa ga mopa outn a = 0. Crora je nmeadt
I caoboman R-momyan ca 6asom {r}. Ilociaemuuano, cBu npeanu npcreHa R cy KOHAYHO I€HEPHCAHU
csi00oiHn R-MO/ysin 11a caMUM TUM M KOHAYHO T'eHepucaHu mpojekTtuBHU R-momynu. Ilpema jgemu
@ KOHAYHO TeHEPUCAH IpojeKTuBaH R-Momyn P je m3omopdaH KOHATHO] IUPEKTHO] CYMH HJIeaJIa
I1a KaKo Cy CBU OHH €J1000/iHU R-MOyiin, TO 3aKJbydyjemo ja je P cinoboman R-monyn u ako P uma
n reHeparopa, Taja je P = RF za k < n. O

12



1.3 JlokajgHu mpcTeHu

ITusb oBOr ofesbKA je [a OMUIIEMO KOHAYHO T€HEPUCAHE ITPOJEKTUBHE MOJIYJIE Y BaXKHOM CJIyda-
jy JIOKAJTHMX IMPCTEHA, IITO je OJ BeJUKOr 3Hadaja 3a JePUHUCAIHE PAHTa MPOJEKTHUBHOI MOJIYJIA.
Ilonazumo on HapeaHe HeduHUAIIT]E.

Hedunuruja 1.3. Ilpcren R je A0kaAnu YKOIUKO MM TaYHO jeJaH MAKCUMAJIHU UIEAT M.

YKOJIMKO KETUMO JIa HATJIACKMO H-er0B MakcuMajHu uzgeas, pehu hemo na je (R, m) JokagHu
npcren. Taga cy cBu esementu y R\ m unseprubuann. Komnanuk R/m je Taga jeJHO mojbe Koje
Ha3UBaMO no.be ocmamaxa npcrena R.

IIpumep 1.7. Yxosuko je R npcren u p npoct ugeat y R, sokanuzanuja R, je JOKaJIHA IPCTEH,
ca MaKCHUMAaJIHUM HJeajioM My, = {% ca€pbd p}. O

Konauno remepucane IpojeKTHBHE MOJyJIe HaJl JOKAJTHUM IpCTeHoM ommcahemo Tako mro he-
MO TIOKa3aTHU Ja je CBakKa WJIEMIIOTEHTHA MaTPHUIA HaJl JIOKAJHUM TPCTEHOM CJIMYHA JUjaroHAJIHO]
marpumm D = diag(1,...,1,0,...,0). Hajupe maBomumo cieneliy Teopemy umju ce moka3 MOXKe
noregaTu y [L1)].

TEOPEMA 1.3. Hexa je R xomymamusan npcmen ca jeduruyom u mampuya A € M, (R) maxea
da je A% = A. Vkoauwxo nocmoje unsepmubuare mampuue P, Q € M, (R) u dujazonaina mampuya
D € M,, (R) maxse da je PAQ = D, mada nocmoju unsepmubuana mampuya C € M, (R) maxea
da je CAC~! = D.

Jakje, akoO je MAEMIIOTEHTHA MaTPHUIA HAJ IMPCTEHOM €KBUBAJIEHTHA JIMjarOHAJIHO] MATPWUIH,
OHJIa je OHa CJIMYHA TOj JujaroHasHoj Marpunu. [lokakumo cama jga UIeMIIOTEHTHE MATPUIE HaJ
JIOKQJTHUM ITPCTEHOM HUCITyEbaBa]y yCJAOB U3 IIPETXO/HE TEOpEMeE.

Jlema 1.3. Hexa je (R, m) saoxaanu npcmen u mampuya A € M, (R) maxsa da je A2 = A. Tada
nocmoje uneepmubusne mampuue P,Q € M, (R) u dujazonasna mampuua D € M, (R) makse da

je PAQ = D.

Zloxas. Jlokas CIpoOBOANMO WHIYKIIMJOM IO n. YKOJHKO je n = 1 TBpheme je TpuBmjasHo. Heka
TBpheme Baxku 3a cBe MaTpuie ¢gopmara n — 1 U mocMaTpajMo uaeMrnoTeHTHy marpuily A dop-
MaTa 1. YKOJUKO Cy CBe KOMIIOHeHTe MaTpuile A u3 upeana m, taga je A Hysma mMarpuia. 3aucTa,
kaja mocMarpamMo Marpuiy I — A rhe je I jeqwHwdna MaTpuia, OHA Ha JUjArOHAM UMa PEIOM
esemente 1 — ajp,...,1 — apy KOjU Cy MHBEPTUOUIHU jep dil,...,0nn, € M. IlocMarpamem mpse
KOJIOHE, IIPUMEHOM ejIeMeHTapHUX TpaHcdopMaliija Ha BPCTAMa MOXKEMO JO00UTU MATPUILY Y UH-
jOj Ccy IPBOj KOJIOHW CBU €JIEMEHTH HYJIa OCHM IIOYETHOT KOju je mHBepTuOmiaHn. To mocTmkemo
MHOKEIbEM IIPBE BPCTE O/IrOBapajyhuM eJIeMeHTOM U JI0JaBamkeM Ha OcTaJie, ITOo je Moryhe jep je
1 — aq1 waBepTUOUIaH. EjleMeHTH Ha nujaroHAJM MATPHUIE TaJa OCTAjy WHBEPTUOWIHU jep KaJa Ha
1—a43ai=2,...,n nomamo emement (1 — an)_l (—a;j1) € m o ocraje obimka 1 —m 3a m € m
ma je uaseprubmian. Tako Hacrapmajylin, 3akmpyayjemo ga je marpuna I — A camdna TpOyraoHO]
MaTPHUIA CA WHBEPTUOMIHUM JIWjarOHAJHUM €JIEeMEHTHMA, I1a je W cama mapeprubmiHa. Ilomro je
MaTpuna A upeMrnoTenTHa TO je

A-A?=A(I-4A)=0

ma momrro je I — A uaBepTubmira To Mopa 6utn A = 0 mro cMmo m TBpauau. CrerujaaHo, TO
Hokasyje Jia je 3a Marpuily A Tajia UCIymbeHo TBpheme. YKOIUKO MOCTOjH HOJbe a;; ¢ M Tajia je a;j
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WHBEPTUOWJIAH, 11 T'a 3aMEHOM HEer0Be BPCTE Ca IMPBOM BPCTOM OJHOCHO H-E€rOB€ KOJIOHE Ca IIPBOM
KOJIOHOM MOYKEMO MTOCTABUTH HA TI0Jbe y MIPBOj BPCTH U MIPBOj KOJIOHU (Ha MOYETHY TTO3UIA]y MaTPU-
1e). 3aMeHa BPCTa OHOCHO KOJIOHA je eJleMeHTapHa TpaHcdOopManuja ma 100njaMo eKBUBAJCHTHY
MaTpuily moderHoj. Ilpumenom ejiemeHTapHUX TpaHcdOpMalyja Ha BPCTaMa OJHOCHO KOJIOHAMA
JaJbe TPaHCHOPMHUIIEMO MATPUILY Y Ib0j EKBUBAJIEHTHY TAKO 11a Cy y MIPBOj BPCTU OJHOCHO IIPBO]
KOJIOHU CBAa TI0Jba HYJIa OCUM II0Jba Ha JUjaroHasu Koje je mHBepTudmaIHo. [[puMeHoM WHIYyKIHjCKe
XUIIOTEe3e Ha OCTATaK MaTpuile Koju je dpopmara n — 1 mobujamo ma ce MaTpPHUIA €JIEMEHTAPHUM
TpaHcdopMalrjaMa Ha BpPCTaMa M KOJOHaMa TPAHC(OPMHUIIE Yy, 0] eKBUBAJEHTHY, JUjarOHAIHY
MaTPHUILy LITO KOMILJIETHUPA J0KA3. O

Y HapeHOj JIeMU TOKa3yjeMo J1a JIOKAJHY IIPCTEH HeMa, HETPUBUjAJIHUX UJIEMIIOTEHTHUX eJIeMe-
HaTA.

Jlema 1.4. Hexa je (R, m) nokaanu npcmen u e € R maxae da je €2 = e. Tada je e =0 uau e = 1.

Zloxas. TlocmaTpamo jeTHaAKOCT
e—e?=c(l—e)=0.
Vkomuko e € m Taga 1 — e He mpumasa m jep 6u My TaJla U jeIUHUIA [IPUIAIAIA, 114 je eJTeMEHT

1 — e uaBepTuOUIan omakJie je e = 0. Ca mpyre cTpaHe, ako € He NMPUMAJLa M OHIA je Taj eJIeMEHT
MHBEpTUOUIAH 1ma Mopa butu 1 — e = 0 omHOCHO € = 1 IITO KOMILJIETHPa JT0KA3. ]

TEOPEMA 1.4. Vkoauro je (R, m) aokaaru npemen u M xonauwno 2enepucan npojekmuean R-
Mmodya, mada je M caobodar R-modya.

Hoxas. Tloctoju R-momyn N Takas na je M @ N = R™ na je moxyn M uzomopdan monyiny M’ koju
je mommomys ox R™. Kao takas, on nedwunuine niemmorentay marpuity A € M, (R) mro je 3ampaso
Marpuna npojeknuje 7w : R — R™ na gupektnn cabupax M’. Ilo nperxommoj semu, marpuia A
€KBUBAJIEHTHA, j€é IWjaroHAJHOj MaTpuiu [ ma mo Teopemu B [TOCTOj¥ WHBEPTUOM/IHA MaTPHUIA
C € M, (R) raxsa na je CAC~! = D. Tlomo je A2 = A 1o je u D?> = D oapocno Ha jujaronaJiu
marpurie D cy maemmnorenTthu ejgeventu npcrera R. Ilo jgemu @ Ha gujaronajim marpuie D cy
caMo HyJIe U jeWHUIE. Y3 eBeHTyaJHy 3aMeHy BPCTa U KOJIOHA, OHA je eKBUBAJIEHTHA 8 CAMUM TUM
U CJIMYHA JujaroHasnoj marpuny D’ Koja Ha IpBuX r < N IUjarOHAJHUX HO0Jba UMa jeJUHUILY, U CBE
ocrase myie. [Ipermsnuje, mocroju uaseprubuana Marpuna 1 € M, (R) taxsa na je TD'T~! = D
OJIaKJIE je
T'CACT'T =D

omaocHo Marpuna A cimuna je marpunu D’. Cimka npecinmkapama oapehenor marpumom D’ je
cnoboman R-MoIyn, JIOK je cImMKa IpecimKaBamba ompehenor marpumom A momyn M. ITomro cy
Te JIBe MaTpUIle CJIUYHE, CJIUKe OojroBapajyhmx mpecimkaBama Koje oHe ojpelyjy cy m3omopdHU
MOJIYJIU, IIITO KOMILIETHPA JIOKAa3. O

Hedbunnnnuja 1.4. Ykomuko je (R, m) jgokagnu npcreH u M KOHAYHO T€HEPUCAH IPOjEKTUBAH
R-momyn, 6poj r (M) = dimp/,, (M /mM) mazusamo pane moysa M.

Ba KoHavyHO reHepucaH npojekTuBan R-moxyn M, 6poj r (M) u3 nperxomue neduHUIM]E UCITY-
masa M = R" M) 3aucra, 1o Teopemu @ noctoju 6poj n Takas ma je M = R"™. VI3 usomopduzama
R/m-momymna

M/mM = M ®g R/m = R"®r R/m = (R/m)"
caemu TBpheme. Ilokasyje ce (Bumern [L1]) ma je r (M) yjeano u munumasnan 6poj R-remeparopa
mogyta M.
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1.4 PagukaJjicKu maeajin

Y oBoM 0jiesbKy NeMO yBecTH HeKe KJiace ujealia MPCTeHa U BUJIETH KAKO Ce MOHAIIA]y IPOjeK-
TUBHU MOJIYJIU IIPU MPEJIACKY Ha KoaudHudKu npcred. [lonazumo o napenue nedunuimje.

Hedunuimja 1.5. Unean I upcrena R je paduxascku yKOJIUKO Baxku Ja je 3a cBaku ¢ € [, 1+ 14
WHBEPTUOUIAH €JIEMEHT.

ITpumep 1.8. Makcumasinu ujeajs m JIOKaJaHOT TpcTreHa R je pagukasicku upeas. [J

IIpumep 1.9. Unean I koju je caapxkan y munpajgukany N (R) npcrena R je pajuKajCKu Ueas.
Baucra, 3a ¢ € I mocroju n > 1 Takso 1a je ¢ = 0 omakJe je

n—1
(1+i)< (—i)k> =1-(-i)"=1-0=1

k=0

IITO KOMILIETUPA JI0Ka3. [

ITpumep 1.10. Heka je I pagukasncku niaean nperena R. Ilokaxumo na je rama u My, (1) pagukas-
cku ugeast npcrena My, (R). Ilohumo o marpune A € M, (I). Marpuna [ + A uma Ha qujaronann
enemente 1+ ajq, ..., 1+ apy KOju Cy MHBEPTUOUIIHT jEP j€ 1O IMpeTnocTaBiu uaeast I pagukaicKu,
JIOK cy joj ocraja nosba u3 I. Ilpumenom eemenTapaux TpancdopMalyja Ha BpCTaMa Kao y JIEMA

, MaTpuria A 4+ I je eleMeHTapHO €KBUBAJIEHTHA TPOYTAaOHO] MATPUIIA HA UUjO] CY JIUjArOHAJIA
esleMenT 00simKa 1 + 411, ..., 1 + iy, KOjU Cy MHBEPTUOUIHU, 11 je MHBEpTHOMIHA. [

TEOPEMA 1.5. Hexa je I padukaacku udean npcmena R u nexa cy My, My xonawno 2enepucani
npojekmuenu R-modyau. Axo eastcu uzomoppusam R/I-modysra My /IMy = My/IMy mada cy
Mmodyau My u Ms usomopphu.

Jloxas. Osnaunmo mzomopdusme R/I-momyna Fy : My/IM; — Ms/IMs u Fy @ My/IMy; —
M /IM;. Osznaunmo ca m : My — My /IMy u wo : My — Ms/IM; upupojne mpojexiuje u
rocMarpajMo ciegehu aujarpam

My, " My /IM; —— 0

‘|

My —=5 My/IMy — 0

/|

M, —— M /IM; — 0.

ITocmarpamem ropier HuBoa, oo je My npojekruBan R-momyn u Fiom jenan R-xomomopduzam,
To mocroju R-xomomopduzam fi1 @ My — Mo Taka ma je Fy om = mo o fi. Ilornyso ana-
JIOTHO, TIOCMATPAEM IOl HUBOA Aujarpama, momTo je My mpojekTtuBan R-MOmIys, TO MOCTOju
R-xomomopduszam fo : My — M TakaB ma je Fh o m = mp o fo. Tako mobujaMo KOMYTaTHUBAH
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Jujarpam
My " My /IM; —— 0

|

My — My/IMy —— 0

4

My —— M;/IM; — 0.

W3 komyTaTuBHOCTH aujarpama Taja cjaeau na je 3a xomomopduszam ¢; = foo fi : My — M
UCILY Fb€HO
mo¢r = (FaoF)om =m

OJTHOCHO 3a CBaku ejieMeHT m € M Baxku ma je ¢1 (m) —m € IM;. Younmo cajia TeHEepaTOpHU
CKYII M, ..., My Momyaa My. 3a cBaku m; 3a ¢ = 1,...,n mocroje ejxemMenTH l;1, ..., L, € I TakBu
Ja je

é1(mg) —mi = liamy + ...+ ligmy,
OJTHOCHO BazKU

1 (mi) = m; + lpmy + ...+ lipmy,.

Ilocmarpamo caga marpumy A = [ZZ]] rae je li; = 1 + l;; omHOCHO Zij = lj; 3a pagmmuute ¢, j. Ona
je mo mpumepy [L.10 nHBepTHOMIHA 1A TIOITO je BmoMe oapehen xoMoMmopduzaM ¢p TO je ¢ jenan
nzomopduzaM. [lormyHo aHasorso je u ¢ = fo o f : Moy — Ms usomopdusaM, oJakjae Cy MOILYJIA
My u My n3omopduu. O

Hedunnuiuja 1.6. Naean I npcrena R je nuanomenman yKOJUKO MOCTOjU IPpUPOAan 6poj n = 1
TakaB ga je I = 0.

Yeqnos I™ = 0 3Ha4u 1a je npou3Bo/ OMIIO KOjUX n ejleMeHaTa ujeasa | Hysa, 1ma je CrerujaaHo
HUWJIMIOTEHTaH HuJcaJl CaApzKaH Yy HUJIpaJuKaJIy IIpCTeHa R 1 CaMUM THUM je PaIuKaJICK UaeaJl.

ITpumep 1.11. Axo je nupcren R Herepun, taga je aunpagukan N (R) auimorenran wueas. 3an-
cra, nomro je R Herepun npcren, upean N (R) je KOHAUHO MeHEPUCAH OJHOCHO TIOCTOje eJIEMEHTH

ai,...,ar TakBu ga je N (R) = (ai,...,ax). Ilomro cy Tu eseMEeHTH HUJIMOTEHTHH, TO MOCTOje
ni,...,ng > 1 taksu ma je ;" = 0 3a cee ¢ = 1,...,k. 3a npupoman 6poj r, crenen N (R)"
IEHEPUCAH je IPOM3BOMMA JLy’KHHE I' TEHEPATOPa a1, . ..,G} OJHOCHO eJeMeHTHMA aj'...a;" 3a
r1+ ...+ 71 =7r. Younmo caga 6poj N = nj + ...+ ng. Tama je 3a 6pojese rq, ..., TakBe ma je

1+ ...+, = N 3a 6ap jenan ox tux Gpojesa r; = nj ma je ai'...a;* = 0 ogsocno N (R)N =0
IITO KOMILIETUPA JI0Ka3. [

ITpumep 1.12. Heka je I muinorenran uzean upcrena R. Tana je ceaka marpuna A € M, (I)
HIWITIOTEHTHA. 3aucTa, yKOJuko je r > 1 TakaB ma je I” = 0 To cy cBU TPOU3BOIU I €JIEMEHATA
u3 I mysna. Younmo cazma marpuity A € M, (I). Taga cy cBa nosba marpune A’ ejemMeHTH ujeasa
I. 3awucra, ykommko je n = 1 Tpheme je Tpusmjanno. ITocmarpamo cama A" = AA™ ma no
WHJIYKIIA]CKOj XUTOTe3u, cBa mosba MaTpuie A" jecy uz I”. Ilo dopmysin 3a MHOXKEHmE MATPUILA,
[IPOU3BOJHHO II0JBE Agjﬂ marpuie AL je obiuka

n
1
AT =D Awdi
k=1
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1a 10 UHIYKIIAjCKOj XUTIOTE3U BaXKU JIa AZJ' € I" onakute Agjﬂ € I"t!. TlomTo je mo mpeTmnocTasIu
I" =070 je A" =0 mTo cMO U ¥XKeJieyin J1a ToKaxkemo. [

Hapenna Baxxua reopema (Buzeru u [10], [8]) ce wecro Hasusa u meopema o nodudary udemno-
MEHMHUL.

TEOPEMA 1.6. Hexa je x € R/N (R) makae da je x> = x. Tada nocmoju eaemernm e € R maxas
da je €2 = e u [e] = .

Jlokas. Tlohumo ox esementa r € R taksor ja je [r] = z. O3naunmo u esement s = 1 — r. Taga
je [r]? = [r] xao [r]¥ = [r] 3a cBe N > 1. Io ycaosy je rs = r (1 —r) € N (R) ogmocuo mocroju
[ > 1 rakas na je (rs)’ = 0. Iowrro je [r] + [s] = [r + s] = [1] To npumenom Gunomue dopmysie Ha
eJIeMeHTe T, S J00ujaMo 1a je

(r+s)=rl+s+ny=1

upu gemy ng € N (R) omakie cieau na je rt + st =1 — ny ma nomro jé mg HWIMOTEHTAaH, TO je
eqnement ! + s uuBepTubmIan. Crora mocroju u € R Takas 1a je

urt +usl =1

uu—1€ N(R) jep je
u(rl+sl>:u(1+n0):1

onaocHo u — 1 = —ung € N (R). JonarHo Baxku ja je

urtust = u?rls = u? (rs)! = 0

OJHOCHO €JIeMEeHT ’LLT'l UCIIymaBa

urt (1 — url> = urtust =0
l

wTo nokasyje ga je ur! uuemnorentan. Konauno, nomro je [ur'] = [u] "' = [r] = = 0 je noKaz
KOMIIJIETUDAH. [

Jlakiie, cBakKM WIEMIIOTEHTAH eJeMeHT y KojmduHudkoMm npcreny R/N (R) je 3ampaBo Kiaca
MJIEMIIOTEHTHOT ejleMeHTa npcrena R. IlpuMerumo cajia jenny BakHy cTBap. ¥ J0Ka3y Teopeme
0 TO/IN3aFhy WJIEMIIOTEHTHUX, JeJIMHO IIITO CMO KOPUCTHUJIU OUJIO je Jia eJIeMEeHTU u, T, S MelhycoOHO
KOMYTHPAjy CBAKU Ca CBAKHAM. 3a& €JIEMEHTE T, S jé TO YBEK CJIydaj jep jeJMHUIIA IPCTeHA KOMYTHPA
ca cBuM ejemenTuMa. JlomaTHO, eleMeHT u je 3aJaT Kao CyMa ejeMeHaTa KOju KOMYTHUPajy ca 7T, S
ma 1 oH ca muMa KoMyTupa. CXoIHO TOMe, UMaMO JUPEKTHY HAPETHY IMOCJIEIUIy KOja 3aXTeBa
mocebHy (HOPMYJTAIN]Y jep y OIIITeM CIydajy 30up JBa HUJIMOTEHTHA €JeMEHTa MPCTEHA KOjU Huje
KOMyTaTuBaH Hehe OUTH HWJIMOTEHTAH €JIEMEHT, aJid XOhe aKO OHU KOMYTHPAjy.

TEOPEMA 1.7. Hexa je R npcmen xoju me mopa bumu xomymamusar. YKoaukxo je eaemenm
x € R maxas da je R HUANOMEHMAH, Mada nocmoju udemnomenman eaemenm e € R maxas
da je e — T HUANOMEHMAH.

VY HapeIHOj TEOpEMU MTOKA3YjeMO JIa Ce 3allPaBO PEJLYKIINjOM IIPCTEHA 10 HUJIIOTEHTHOM UJIEAJLY,
KOHAYHO Te€HEPUCAHU ITPOJEKTUBHU MOJIY/IU KOJUYHUKA Takohe 700Mjajy peryKIlnjoM.
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TEOPEMA 1.8. Hexa je I nuanomenman udean npecmena R. Tada 3a wonauno zenepucan npo-
jekmusan R/I-modya M nocmoju xonauno zemnepucan npojekmuean R-modys P maxae da je
M= P/IP.

Jloxas. Monyn M onpebyje momyn N rtakas na je M & N = (R/I)" na je M = M’ 3a nogmomysn
M’ momyna (R/I)". On nedunume unemmorentuy matpuiy A € M, (R/I) 3a nexy A € M, (R)
mTo je mMarpura npojektmje myy : (R/I)" — (R/I)" wa cabupax M’. Tlomro je A = A? y npcremny
M, (R/I) to je A — A? € M, (I) na je mo npumepy marpuna A — A? mmmorentra. Crora
10 TEOPEMU B nocroju uaemnorentaa marpuna B € M, (R) taksa ma je A — B € M, (I) omakie
umajy ucry peaykiujy B = A. Cnemm naje Lg = myp tneje Lg : (R/I)™ — (R/I)" xomomopdusam
nHyKoBaH Marpuriom B. Jledburumenmo caga R-moayn P = Im (Lg) rae je L : R* — R" ompebeno
npojekimjom B. Tako cMo 700uM KOMyTaTUBAH JIUjarpam

R™ Lp R™
ﬂi lﬂ
(R/D)" = (R/T)"
rJie Cy BepTUKaJHI XOMOMOphU3MHU npupojHe mnpojekiuje. ledbururnemo cajga mopduzam f : P —
M’ ca f(p) = 7 (p). Homro mujarpam xomyTtupa u M’ = Im (7p) 1O je 0BO m06po medunucan

xomomopduszam. [Tokazkumo npeo ja je cypjekuumja. 3a y € M’ Baxu na je y = mpp (7 () 3a HEKO
z € R" na je u3 KOMyTaTUBHOCTH Jidjarpama

f(Lp () =7 (Lp(x)) = my (7 (2)) = y.

Ba xz € R" Baxu na Lp () € ker (f) ako u camo axo je w (Lp (x)) = 0 ako u camo ako Lp (x) €
I x ... x I ogaocHo ako u camo ako je Lp (z) = (i1,...,1,) 3a HEKe i1,...,1, € I. Tanga je

Lp (3:) =Lp (LB (fL‘)) =Lp ((Z'l,. .. ,’Ln)) =1i41Lp (61) +...+1i,Lp (en)

omnocuo Lp (x) € IP. To nokasyje na je f : P/IP — M’ usomopdusam n KOMILIETHPa J0Ka3. [

1.5 Panr moayna

NMupapujanTa Koja pa3Baja KOHATHOIUMEH3NOHE BEKTOPCKE MPOCTOPE jecTe TUMeH3Hja. ¥ CIIy-
4ajy cI060IHIX MOy/Ia HaJl KOMyTaTHBHUM IPCTEHOM, Baxku cieneha reopema (Bumern 1] u [5]).

TEOPEMA 1.9. 3a xomymamusan npcmen ca jedunuyom R, nocmoju usomoppusam R-modysa
R™ = R™ axo u camo axo je m = n.

VY ommrem cirydajy MOJyJia HaJl IPCTeHOM, u3asajamo cienehie. Osuaunmo ca Spec (R) ciekrap
npcrena R, mMTO je CKyIl HeroBux npoctux uieasa. Ha meMy rmocMaTpaMo TOIMOJIOTHjy 3apUCKOT,
y KOjOj Cy 3aTBOPEHM CKYIIOBH:

V({I) ={peX|ICp}

rre je I mmean npcrena R. Heka je P xkonauyno remepucan mpojektuBan R-momys. ledunruremo
dyuxumjy pp : Spec (R) — N na caenehn mauun (Bugeru u [14]). 3a npocr wmean p € Spec (R),
nokasm3anuja R, je sokaman npcre. Ilokaxkumo mpso na je sokanmsaryja Mogysa P, KOHaTHO
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remepucan IpojeKTusan I2,-momyn. 3aucra, nomTo je P npojekTusan, To nocroju R-momysn () Takas
maje P @ Q= R". Kaga npruMeHNMO JIOKAJIU3AIU]y 1O P, T00HujaMo:

Po@y=(PoQ),=(R"),=(R)".

ITo Teopemu @ je P, = (Rp)k 3a jeaquHCcTBeHU OpOj k < n u Tana nedunumemo Pp(p) = k. Hapasso,
Baxku na je Pp(p) = r (P,) rae je r (FP,) paHr HpOjeKTUBHOT MOJyJa P, HaJ JOKAJIHUM IIPCTEHOM
R, xao y nedununujn d

Hedbunnmuja 1.7. Oynxnuja Pp : Spec (R) — 7Z rope nedunucana ca Pp(p) = r (Pp,) Ha3uBa ce
dyrryuja pareza momyna P.

Bpennocr Pp (p) je panr momysna P 1o npocrom wmueasiy p. Ykoiumko je P = R™, razga je
P, = (Rp)" o/akJie je paur ciobommor momysna R koncranTHo n. [lokazahemo yckopo ma Ha-
BesieHa Je(DUHUINja, YOIIITABA JTePUHUITH]Y @ paHra y ciy4ajy kasma je upcren R jiokajinu. 3a
MIPOjeKTUBAH MOMY/T P KaXXeMo Ha je Koncmanmhoz paHad YKOJIUKO je meroBa (MyHKIMja PaHTa
KOHCTAHTHA.

[TokaxkuMO TIPBO KAKO Ce PaHI MOJIyJa CIake ca IpoImpemeM ckasiapa (Bumeru u [2], [4]).
Hexka cy R, S upcrenn, f: R — S xomomopdusam npcrena u M KOHAYHO N€HEPHUCAH ITPOJeKTUBAH
R-monyn. Tanma nocroju R-momyst N takas fa je M @ N = R™. [IpumeHuMO 1 HA OBO TEH30PUCAIHE
ca S, mobujamo ciezehe uzomopdusme S-moxyna (Bugeru u [5))

(SerM)® (S®rN)=2S®r(M&N)=S®pR"=S"

OIHOCHO ¥ MOIys T M ®p S mobujeH MPOIUPEmEM CKaJapa jecTe KOHAYHO TeHepHUCaH IIPOjeKTHBAaH
S-mozys. Xomomopduszam f uHpyKyje npeciaukasame uaMmely crekrapa npcerena f* @ Spec (S) —
Spec (R) oapebeno ca f*(q) = f~1 (q). [Ilpu oBumM o3HakaMa, Baxkn cireneha Teopema.

TEOPEMA 1.10. Vkoauxo je f: R — 8§ zomomoppusam npcmena v M wonauno eenepucar
npojexmusar R- modya, mada caedehu dujazpam xomymupa

Spec (S) i > Spec (R)

p]tﬁng Pt
N.

Jloxas. Heka je ¢ € Spec(S) npoct nnean y S u p = f*(q) omrosapajyhn mpocr ngean y R.
IIpumernmo mpso na je Taga Sy jeman R,-momyn, ogpehen xomomopduamom nperena f: R, — S,

f(%) = % Koju je 106po nedbunucan jep je f(R\p) C S\ ¢ (Bumeru [L], [5]). Ono je ompeheno
TaKO Jla KOMYTHUpa JHjarpam

R%

S
ir J’is

R, —— S

>

Q

Cxonno ToMe, umamo ciegehe nuzomopdusme S,-moxmyra (Bugeru [5])
(M ®pgS), = (M®&rS)®sSg = M®g S
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[Tomro je Sy jeman R,-momyn, To je gasbe
M ®p Sq ~ M Qg (Rp ®Rp Sq) o (M Rn Rp) ®Rp Sq = (Rp)pM(p) ®Rp Sq & quM(p)
IIITO KOMILJIETAPA JTOKAa3. ]

[Iperxonna TeopeMa ykadyje Ha TPUPOAHOCT (DYHKIIMje PAHTra KOHAYHO TN€HEPHCAHOT IIPOjeK-
tuHOr Moxyita (Bumeru u [14], [4]). Crenumjanno 3akipydyjemo ga ako je M KOHAUHO TeHEPUCAH
pojeKTUBaH R-MOIYJl KOHCTAHTHOT paHra n, Tajga je M ®p S KOHaAYHO reHepHuCcaH IPOjeKTUBAH
S-mozyn Takohe KoHCTaHTHOT panra n. [lokakmMo caja qBe BayKHe MOCTEIUIEe OBOT TBPhema.

ITocaenuna 1.10.1. Vkoauko je M xonauno eenepucan npojekmusan R-modya, p € Spec (R) u
Qp nowe pasaomara domerna R/p,mada sasrcu

Par (p) = dimg, (M/pM @5y, Qy)

Zoxas. Tlonasumo of cieneher KOMyTaTHBHOT JIMjarpamMa:

R—— R,

1 I

R/p$> Qp

Ogie cMo ca ¢ o3HaIUIN oroBapajyhe xoMomMopduaMe y JOKAJIU3AIH]y & ca T IPUPOIHY MPOjeKIIH-
jy. Homro ce enementn u3 R\p caion : R — () ciuKajy y HHBEDPTHOU/IHE €JIEMEHTe, TO Ha OCHOBY
YHUBEP3AJHOr CBOjcTBa Jiokasm3anuje (Buzern [L], [10]) mocroju jenuacTBeHn xoMoMopduszam mp-
crera ¢ : R, — @, TakaB ga aumjarpam komytupa. Ilo nedununuju panra momyna, Py (p) = n
takas j1a je M @ R, = (R),)" uzomopdusam Ry-momyna. Ca jenne crpane (Bugeru [5], [10]) mmamo
nzoMopduzaM Qp-MozyIa

M ®pQp= (M ®g Ry) ®g, Qp = (Rp)" ®r, Qp = (Qp)"
JIOK je ca jpyre crpane (IOITo je i om = ¢ o 1)
M®gQp= (M ®r R/p) ®p/p Qp = M /pM ®p/, Q)
Takohe mzomopduzam Q,-MOyIIa OJIAKJIe CJIe/In Pe3y/ITaT. 0

ITocaenuna 1.10.2. Hexa cy p,q € Spec (R) u M xonauno zenepucan npojexkmusar R-modya. Axo
je p C q mada je Prr (p) = Pun (q)-

Jloxas. Axo je p C q Tama je R\ ¢ C R\ p nma je R, jenan R,-Momys jep ce IPH IIPHPOIHOM
xoMOMOPMU3MY ¥ JTOKAIU3AIWMjy ip : R — R, cBu eneMenT u3 R\ ¢ ciukajy y nHBepTHOHIIHE, I U3
YHIBEP3aJIHOT CBOjCTBa, JIOKAIU3aIyje IIOCTOjU jeIMHCTBeHN XOMoMopdu3aM npcrena ¢ : Ry — R,

TaKaB Ja KOMyTHDPa JujarpaM
R “ s Ry
Rp
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Crora ako je Py (¢) = n U3 KOMyTATHBHOCTHU JHjarpamMa UMaMo u3oMmopdusme R,-Moyiia
M®p R, = (M QR Rq) ®R, Rp = (Rq)n ®R, Rp = (Rp)n

IITO KOMILJIETHUDaA OOKa3.

O]

Ha ocuoBy mperxoime ABe MOCTEIUIIE JTAKO MOXKEMO 13 MTOKAYKEMO Ia C€ PAHT KOHAYHO MeHEPU-
CAHOT TIPOjJEeKTUBHOI MOJIYJIa HAJ[ JJOKAJHUM IIPCTEHOM U3 JePUHUITHI]E m MOKJIaIta ca, (PYHKITHjOM
paur u3 geduHUILje E ¥ Ja Cy CBM KOHAYHO T€HEPHCAHU MPOJEKTUBHU MOJYJIWA HAJ, JOKAJHUM
IIPCTEHOM KOHCTAHTHOT PaHTa. 3aucTa, ako je npcreH R jokajgHu u M KOHAYHO MeHEPUCAH ITPOjeK-
TuBaH R-Momyis, Tama je 3a mpocT ugeas p y R ucnymeno p C m rie je m jeIMHCTBEHU MaKCUMAJIHI
uneasn y R. Cxomno Tome mMaMO jeIHAKOCTH

Prr (p) = Par (m) = dimg (g m) (M /mM Qp/m Q (R/m))

amu momro je R/m mosbe, mweroso mosbe pasnomaka () (R/m) je mpupomao uzomopduo R/m ma
CJIeI jeTHAKOCT JBe NepUHUNM]E PAHra y CJIydajy JOKAJHAX IPCTEHA.
Hapena Teopema roopu o Henpekuaaoctu dyHkimje panra. [lornenaru u [14], [9], [L0].

TEOPEMA 1.11. Hexa je P xonauno eenepucan npojexmusarn modya. Yrxosuxo na N nocmampamo
duckpemmuy monoaoe2ujy, Gyrkuuja parea modyaa P je nenpexudna.

/loxas. IlomTo HA KOIOMEHY IIOCMATPAMO JUCKPETHY TOIOJIOTHjY, TO je cBakH mojackyn oa N orso-
PeH Yy TOj TOTOJIOTHjH, ITa TOIITO je CBAKH IOJCKYN YHUja jeITHOUJIAHUX TOJICKYIIOBa, TO j€ JTOBOJHHO
MTOKA3aTH! 13 je MHBEP3HA CJIUKA jeTHOYIAHOT CKYIa OTBOPEH CKYH Yy TOIOJOTHU 3aPUCKOT, OJIHO-
cHO Ja je dyHKIMja paHra JIOKAJTHO KOHCTAHTHA (DYHKIMja. YOUMMO CTOra IPOCT uieaa p € X u
ozraunmo k = Pp (p). o nociaemumm , oBaj 6poj ce TOKJana ca auMeH3ujom R /p-momyia
P/pP ®pg /p @p 11 Qp. Ilohumo casa o Tora ja nocroju Moy S Takas Ja je P @S = R™ n neka
je Ps (p) = l. Tenzopumemo cana oBo ca R/p, nobujamo:

P/pP® S/pS=(P®@R/p)®(S®R/p) = (P& S)@R/p=(R")® R/p=(R/p)".

Osu renzopcku npoussoau cy uax R. Crora moayn P/pP nedunuine uaeMnoTeHTHH XOMOMODPdhU-
sam 7 : (R/p)" — (R/p)" mro je 3anpaBo npojeknuja Ha cabupak Koju oxrosapa mouyiay P/pP.
Ou ozpebyje cBojy marpuiy Haj goMeHoM R/p m paHr oBe MaTpuIile HaJ [O/bEM pasjioMaka Qp
jecre ynpaso 6poj dimg, (P /PP ®p/p Qp). Crora, panr momyna P je majsume k — 1 ako u camo
aKO je paHI MaTpuIle IpojeKnuje Hajuine k — 1 mMTO je eKBUBAJEHTHO TOME Ja Cy JI€TepMUHAH-
Te IJIABHUX k-MHMHODa HyJa, a KaKO Cy Te JleTepPMUHAHTEe eJIeMEeHTH KoaudHuka R/p, To je panr
MaTpuIiie mpojeknuje HajBuine k — 1 ako U camMo ako Cy Te JeTepMUHAHTE eJIeMEHTHU ujeasa p. 1o
HaM Jie(PUHUIIE 3aTBOPEH CKYIl y TOMOJIOruju 3apuckor, oapehenum uaeaiom [p Koju je reHepucaH
JeTepMUHAHTaMa IJIAaBHUX k-MuHOpa mpojeknuje. Kama mpehemMo Ha KOMIIJIEMEHT, 3aK/bydyjeMO J1a
je panr npojekuumje mo ujgeany q 6ap k ako u camo ako g € X \ V (Ip). IIpumenuno caja cse ucro
Ha 0poj | koju je meduHMCAH 32 MOIYI S, ITa BaXKU Ja je panr Moiay/iaa S 1o upeasay ¢ 6ap | ako u
camo axko je ¢ € X \ V(Ig). Ay, oro miro je KoHCTaHTHO jecre 36up Opojesa k,l jep je k+ 1 = n.
Crora 3akmytyjemo na je 3a cse uneare ¢ € X \ (V (Ip) UV (Ig)) panr moxyna P mo naeany g
jenHak k. O
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Ykonuko je crekTap npcrera R moBe3aH MMPOCTOP y TOIOJIOIHjU 3aPHUCKOT, OHJA je (DYHKITHja
paHra CBAKOI KOHAYHO MEeHEPUCAHOT MPOjJEKTUBHOI MOJIyJIa KOHCTaHTHA U tucahemo P (M) 3a Bpe-
HOCT meroBe pyHKIMje panra. To je crenujasHo UCIyHBeHo y Caydajy KaIa je IPCTeH JOMEH, U TaIa
je panr jennak dimg (M ®g Q) rue je @ mosbe pasnomaxa joMena R.

Ilokarkumo 3a Kpaj moriaB/ba Kako ce (pyHKIMja paHra Carke ca OCHOBHUM OIepaIlfjamMa Hal
MOJyJIUMa. ¥ BEIMMO HAjIpe jellaH IojaM.

Hedunnuimja 1.8. Heka je M moxayn mam upcrenom R. Jlyaanu modya momyina M je Moyt
M* = Hom (M, R).

TEOPEMA 1.12. 3a xonauno zenepucane npojexmusne modyase M, N nad npcmenom R easrcu:
1) PuenN = Py + PN.
2) PreN = PMPN-
3) Hyarnu modya M* je xonauno 2enepucar npojekmuear mooya u 8axcu Par = Pars.

Zloxas. Heka je p mpoct umean npcrena R. IIpBa nBa cBojcTBa cieie n3 aJuTUBHOCTH JIOKAJIU3AIIN]E
U HEHOI' KOMYTHUPaha €4 TEH30PCKUM IIPOU3BOIOM.

(M & N), = My & Ny = (1) M0 & (Ry) 0 2= (Ry) P00,

(M ®N), = M,®g, N, = (R,)PM®) ®r, (R,)N®) = (R, )PH@PN )

ITomTo je M KOHAYHO reHepUCaH IIPOjeKTUBAH MOJYJI, TO mocToju Moxysn M’ takas ma je M & M’ =
R". Cana u3 agurusaoctu Hom (—, R) dbyHKTOpa MMaMo Ja BaxKu:

M* & (M')" = Hom (M, R) & Hom (M’, R) = Hom (M & M’, R) = Hom (R", R) = R"
OIHOCHO MOy M™ je Takolje KOHAYHO INeHEPUCAH NPOjEKTHBAH MOAYJ. JlomarTHo, momTo ¢y Ko-

HAYHO IEHEPHUCAHY IPOJEKTHBHI MOJLY/IH KOHAYHO IIpeACcTaB/buBi (TeopeMa [L.9), To jokammsanyja
komyTupa ca Hom (—, R)-dyukropom (Bugern [13]), omHocHO BaxKu:

(Homp (M, R)), = Homp, (My, R) = Homp, ((R,)"®, R,) = (R,)")

oJlaKJie cjiesin jeTHakocT (pyHKImje panra momyiaa M u M™. O
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I'imaBa 2

IlukapoBa rpymna npcreHa

ITnm oBe TyaBe je a yBemaeMo mHBepTuOMIHE Moaysie u [IukapoBy rpymy npcrena. Hasenrhemo
HEKa HheHa OCHOBHA CBOjCTBA U jEJIaH TavaH HU3 KOjU heMO MCKOPUCTUTH Ja n3padynamo lIlukapoBy
rpyny jemsor adwunor npcreHa. lasbe he butn yBenenu lenekunnosu u KpysioBu moMeHu u buMa
Npuapy2KeHe KjaacHe rpyme. ¥ caydajy HemexkuumoBor momena, mokaszaheMmo ma je KjacHa rpyma
n3omopdHa IlukapoBoj rpynu. 3a kpaj he Outu ckuiupan goka3 Teopeme KirabopHa 1mo Kojoj 3a
cBaky AbGesoy rpyny G mocroju lemekuunos momen R 4uja je KjacHa rpyia usoMmopdHa ca G.

2.1 NMuaBepTUOUIHU MOIYJIN

[Mounmwemo crenehom gnedununujom (Bumeru u [[7], [14], [10]).

Hedunuimja 2.1. Moxyn M nHax npcresoMm R je unsepmubu.nar YKOIUKO mocroju R-momyn N
TakaB 1a je M Qr N = R.

[TokazkuMo cajia KapakTepusalujy WHBepTubmiHux momaysa (Bugeru u [L0]).
TEOPEMA 2.1. 3a modys M, caedehu yeaosu cy exeusarenmmu:

1) M je xonauno 2enepucan npojekmuear Mooys Koncmanmmoz panaa 1.

2) Hocmoju uszomoppuzam M @ M* = R.

3) Modya M je unsepmubusan.

Jloxas. Heka Baxu 1). Ilo Teopemu , ayaman Moaysn M™ je KOHAYHO TeHEepHUCaH MPOjeKTUBAH
MOJyJI paHra 1. YouumMmo cajia IPUPOIHO yIAPUBAIHE:

Ay MM — R

nedunncano ca Ay (x, ¢) = ¢ (x). OBo je xomomopdusam, 1 YKOJUKO 32 IIPOCT UJIea P IPUMEHUMO
JIOKaJIM3anujy no p, obujamo komyrarusan nujarpam (sugeru u [13], [10]).

(M ®g M*)p = M)y ®r, (M)
(Am %
Ry,
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Xopusonramn msomopdusam je Komnosuiuja msomopusama (M @r M*), = M, ®p, (M), =
M, ®g, (M,)* nok je ynapusame Az, usomopdusaMm jep je mo npernocrasuu My, = R, (Bumern u
[13], [10]). Cxommo Tome, mokammsanmja (Ar), je n3oMOpdusanm 3a cBaKm HPOCT HUEA P Ha HOMITO
je u3oMopdHOCT MOJIyJIa JIOKAJIHO ¢BojcTBO (Bujeru [1]), ynmapusame Ajs je msomopdusam mro cMo
7 KEJIETH JIa TTOKAZKEMO.

Cwmep 2) = 3) je oumryiesian, Ia IPETIOCTABUMO jour ja je momysn M uuBeprubuian. Heka
je N moxyn takas ga je M ® N = R. Ilokaxumo npBo ma je momysa M mpojekTuBan. YOuumo
cioboan Moy F' u enumopdusam f 1 F'— M. Ilpumennmo Ha 0BO TeH30pucame ca N, gobmjamo
emumopdusam f @ Idy : F® N - M ® N 2 R mto uHAyKYje KpaTak TauaH HU3

0 —— L —F®N — R—— 0.
Ilomro je R mpojekTuBaH MOMIYJI, TO UMaMO IETAHE
FOQN=2LOR
IIpumenumo cazia HA 0BO TeH30PCKU TTpou3Box ca M :
(LoM)d (RIM)Z(LSR)QM=Z(FOIN)QM=ZF(M®N)ZFR=F

omakJie je M ® R = M mgupekTan cabupak CJIOOOIHOT MOJyJa Ia je TPOjeKTUBAH.

TTokaxkumo cama 1a je M kouaqano renepucan. [lomazumo o Tora ma mocroju moaysa P takas ga
je M @ P = F (To HapaBHO MOXKe OuTH u rope nobujern Moiys). [IpumeHnmMo jin Ha 0BO TEH30PCKU
npou3Boj ca N mpobujamo

Re(PoON)=(MeN)a(PeN)2FeaN=N
AEA

omHocHO ciaobonan moxyn R je nupekran cabupax momyna D, V. Ilocmarpamo caja mpuposmy
upojexijy 7 : @ycp N — R. Ilocroje ny,...,n; € N Tako ga je

T(ni+...+n) =1

ma oo 1 rerepwuine Moayst R, To mocroju xonauar moackyn Ag C A o k enemenara takas 1a je
R nmpekran cabupax on ¢ Ao IV OZIHOCHO HOCTOjU MOJLY.I () TakaB Jia BaxKu

RoQ= PN
AEAQ

IIpumenunmo u jorr jeamnom Tensopcku mpou3Boj ca M, mobujamo

MeQeM=ReMo Q@M =PNoM
AEAQ

Pryevm=@ MeN) =P R=R

)\EAO /\EAO )\EA()

Tlomro je

TO cJieu Ja je MomyJsl M KOHAYHO reHepUCaH MPojeKTuBaH MOAy/I. KoHauHO, 110 TeopeMu cyaenu
aa je
PMPN = PMeN = PR =1

OoJlaKJIe je pps KOHCTAHTHO 1 MITO KOMILJIETAPA JIOKA3. O
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Ba unBepTrOMIaH Moy M, ca [M] hemo o3HauaBaTi HEroBy Kjacy H30MOPQHOCTH.

Hedbunnnuja 2.2. ITukaposa epyna npcrena R y ozuanu Pic (R) je ckyn kiaca n3oMopdHOCTH
nHBepTUOUIHUX R-Momysia ca omepaujom

[M][N] = [M ®r NJ.
Heyrpas 3a yBeneny onepanujy je [R]. Iomro je ona aconujaTMBHA U KOMyTATHBHA, TO je MO
nperxoHoj Teopemu Pic (R) jenna AbenoBa rpyma, ca MHBEP3HUM ejieMeHTOM M ]_1 = [M*].

IIpumep 2.1. YKOJIUKO Cy CBU KOHAYHO M€HEPUCAHU ITPOjEKTUBHU MOIYJIU HAJ mpcTteHoM R ciio-
6oxuu, Taza je [Tukaposa rpyna tpusujasna Pic (R) = {[R]}. To je cuenujaano UCIymHeHo y caydajy
Kaja je R moJsbe, IIaBHU JIOMEH WX JIOKAJHHU TpcTeH. []

2.2 MwnaHopoBa KOHCTPYKIIHAja

VY oBoM ozesbKYy yBerrthemMo Mu/IHOPpOBY KOHCTPYKITU]jy TOMONY KOje MOXKE€MO KOHCTPYUCATH ITPO-
jeKTHBHE MOJyJe, U KOja he MHIYKOBATH jeJaH TadaH HU3 KOjU ITOBE3yje IPYIy WHBEPTUOMTHUX
eJleMeHaTa npcTeHa ca meroBoM IlukaposoMm rpymom. [Tonasumo ox cienehe nedunuimje (Bugern

u [, [L4], [20]).
Hedbunuiuja 2.3. Muinopos xseadpam je KOMyTaTUBAH JTUjarpam

R\ R

l lfl

Ry *>
KOMYTATUBHUX IIPCTEHA CA jEJIMHUIIOM TAaKaB Jia je nMpcTeH R MoBJademe Jinjarpama.

IIpcren R y nperxojHoj neduHUIUjN je nosaayuerse IujarpaMa ako je TadyaH HUu3
0*>R$>R1><R2L>R’

rje cy xomomopdusmu 3amaru kao aujaronana A (r) = (fi(r), fo(r)) n pasmuxa D (r1,r2) =
f1(r1) = f5 (r2). Axo je f1 (r1) = f4 (r2) Tama nocroju jeauucreenu r € R takas na je f1(r) =7 u
f2 (r) = ro. Hanomenumo 1a je 0BO HOBJIavY€he qujarpaMa y KaTeropujaanoM cmuciay. VI3 Tagnoctu
rOpEer HU3a, UMaMO M30MOP(MU3aM IIPCTEHA

f:R— {(7’1,7“2) ER1 X Ro: fl(r1)=f5 (rg)}
onpeben ca f(r) = A(r).

IIpumep 2.2. Heka je f : R — S xomomopduzam npcrena u veka cy I C R, J C S umeanu nmpcreHa
TaKBHU Ja ce upu [ uiaeat 1 usomopduo ciuka y unean J. Tana je 1o6po nedrHICAH WHTYKOBaHU
xomomopdusam upcrena f: R/I — S/J, f([r]) = [f (r)] na nobujamo KoMyTaTHBaH Iujarpam

rR—1 g

L

R/T —L s/
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opy YeMy Cy BEPTHKAJIHEN XOMOMOpdusmu npupojre npojeknuje. Heka cy [r] € R/I,s € S taksu
na je f([r]) = [s] omuocno [f (r)] = [s]. Tama f (r) —s = j € J na nomro j € J = f (I) To mocroju
jemuncTBeno ¢ € I takBo ma je j = f (i) omaocuo f (r) — f(i) = f(r—i) =s. Crorajer —i € R
Takas ja Baxu f(r—i)=swu[r—i] =[r] € R/I. Ako cy ri,72 € R takBu ja je f(r1) = f(r2) u
[r1] = [re] Taga Hajupe apyra jesHakKoOCT MMILIUIUDA Ja 9 — 71 € I OJHOCHO 19 — 711 =1 3a 1 € 1.
Taza je
fQ@)=f(ra—r)=Ff(r2) = f(r1)=0

I1a, TOMITO je 10 MPEeTIOCTABIM PEeCcTPHUKIMja xoMoMopdusma f Ha wupean I msomopduszam, ToO je
ro = 71 IITO IMOKa3yje /a je oBaj aujarpam jeman Muropos kBajgpat. [

Baxkan crenumjasian ciyvaj mpeTxoqHOT IPpUMEPa je Hape HU IpuMep.
ITpumep 2.3. Heka cy R,.S upcrenu taksu fa je R C S paimuperme IpcTeHa U HEKa jé XOMOMOP-
duzam npcrena i : R — S wHKIy3Uja. YOUUMO HJI€aJ

I={reR:rSCR}

KOjU Ha3mBaMo kondyxmop pammperba npcrena R C S. Kongaykrop je makcumamnau (y ogHOCY HA
UHKJIY3Ujy) ugeas npcrena S canapzkan y nupcreny R. Taza je

R—— S

L

R/I —— S/I

MutHOPOB KBaJIpaT, IMPU Y€MY CYy BEPTUKAJIHA XOMOMOPGMU3MU TPUPOIHE IIPOjEKIje & XOPU30H-
tagan wHKIIy3uje. OBIe yMecTo KOHIYKTOPA MOXKEMO TOCMATPATH OWIO KOju mieas TpcTeHa S
cagpxkan y npcreny R. [J

Qukcrupajmo caga MuIHOPOB KBaJpaT U3 IpuMepa

R—I 5

L]

R/I N S/ J

u Heka cy sazatu S-momysn My, R/I-momyn Ms nw msomopdusam ¢ : My ®@s S/J — My @p/r S/J
S/ J-monyna.

Hedbunurmja 2.4. Muaroposo ywusare moayira My u My dyorc msomopduszma ¢ jecte R-mosyit
M TaxaB J1a je TIOBJaYere Aujarpama

M — M;

| e

Mo & My ®SS/J

rie cy
P (m) =m®1

g (mg) = ¢ (ma @ 1)
3a mi; € My, mg € Mo.
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[IpumernMo 7@ €y CBU XOMOMOPQU3MHU y TOpHEM jaujarpaMy xomomopdusmu R-moayna. 3a
mozysn M w3 nperxogne gedbununuje numemo M = (My, Ma, ¢) u kaxemo ga je momyn M Hactao
ywusarbem Momysta My, My ny:x mzomopdusma ¢. To je momyn ompehen jenmHCTBEHO 10 HA W30-
Mopdu3aM Takap Ja mocroje xomoMopduamu R-momyna fi : M — My, fo : M — Ms u Tauan je
HU3

0 y M —2 My @ My —2— My ®g/;8/J

e cy A (m) = (fi(m), f2(m)) u D (my,ma) = 1 (m1) — s (ma).

IIpumep 2.4. Hamomenumo jorrn jemnom jia mocmarpamo duxcupanu MuiHOpOB KBaIpaT Kao y
IIpuUMepy @ Heka je M xonauno remepucan npojektuBan R-mosys. Ilokaxkumo ma mocroje S-
momyt My, R/I-momyn My n msomopdusam S/ J-monyna ¢ : My ®s S/J — My ®g/p S/ J Takas na
je M = (My, My, ¢). llocmarpamo My = M ®r S, My = M @ R/I. Taga je

My ®sS/J=(M®r8)®sS/J % MerS/J
npu emy ce ten3op (m ® s) @ [s'] cimka y m @ [ss'] uzomopdno. Ananorso,
My ®@p/r S/J = (M @gr R/I)®g/S/J 2 MogS/J

npu yemy ce Ter3op (m ® [r]) ® [s] ciuka y m® [f (r) s| usomopduo, 3am € M,s € S,r € R. Cana
MIOCTABUMO H30MOpPQPU3aM

¢p=¢y' o1 My ®s S/ — My®p S/
Ilo nedmaunmju MunmsOpOBOr KBajpaTa, TavdaH je Hu3 R-Momyiia
0—— R—25 SaoR/I 25 5/J

I1a KaJa OBaj HU3 TeH30puieMo ca M, moITo je OH KOHAYHO TeHepUCaH IIPOjeKTUBAaH MOYJI, OH je
paBaH ma ;100mjaMo TavaH HU3

0 —— M®rR —Y5 (M®rS)& (Mg R/I) —Y— M®pS/J
npu gemy cy xomomopduzmu U,V onpehenu ca

Umer)=(ma f(r),melr])

Vi(mi®s,ma®[r]) =m1 @ [s] —ma®[f(r)].

Cana M ®p S/J 3amenumo ca mwemy uzomopduumM moayinom (M ®@p S) ®g S/J onHocHo mobujamo
TavaH HU3

0—— MogR Y5 (M@ S)®(MogR/I) —2s (MogS) s S/J

e je cana Vi (m1 @ s,ma @ [r]) = ¢1 ! (m1 @ [s]) — ¢1 ' (ma @ [ (r)]). Yromko je jom Vi = ¢y —
19 THe ¢y 1,19 u3 medunuiuje ymmsama, 1o je M ®pr R uzomopduo MusHOpOBOM yIITUBaILY
(M, M, ¢). Cana padynamo
P1(mi®5) = (me@[r]) = (M1 ®s) @1 —¢ (Mm@ [r]) @1)
=1 (1 ®@s) = 1" (G2 (m2® [1]) @1)
= ¢ (m ®s) — 1" (ma @ [f (r)]).
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CxopHo TOME, nujarpam

M®rR —T" s MopS

| I

MerR/T - (MopS)®sS/J
jecre MuIHOPOB KBaIpaT MITO KOMILIETHPA H0Ka3. []

Hapomumo caja BaxkaH TadaH HA3 1moMohy kojer hemo y npumepy mohm na m3pagynamo Iluka-
poBy rpyiry. 3a rpyle Koje ce y 0j M0jaBibyjy, KODUCTUMO MyJITUIIMKATUBHY HOTarujy. Ca R*
O3Ha4YaBaMO I'PYIly HHBEPTHOUIHUX ejleMeHaTa IpcTeHa R. 3a 10ka3 HapesHe TeopeMe IOrJieIaTu

(7] u [L0].
TEOPEMA 2.2. 3a Muanopos xsadpam

rR—L s

U

R/I L S/J

yroauro je R-modya M = (My, My, ¢) nacmao Musanoposum ywusarsem eastcu caedehe :

1) Axo je My xonauno eenepucan npojexmusar S-modys u My KoHawHO 2enepucan npojexmusar
R/I-modya, mada je u M konauno zenepucan npojexmusar R-modya.

2) M®prS =M, uM@gR/I= M,.

3) Hocmoju mawan nuz Abesosur epyna

1 » RX &, 8 x (R/I) —2— (5/0)" —2—

—2 5 Pic(R) —2 Pic(S) x Pic(R/I) —2 Pic(S/J)

npu yemy cy npea 06a romomoppusma odpehena ca

U AHAA02HO 34 NOCAEOHA 6.

Tavan HU3 U3 TPETXOJHE TEOPEME MOBE3Yje rpylle MHBEPTUOMJIHUX ejleMeHaTa mpcreHa y Muir-
HOPOBOM KBaJIpaTy ca muxoBuM lIukapoBum rpymama. HaBeanmo Kako ce KOHCTPYWHIIE XOMOMOP-
duzam

0:(S/J)" — Pic(R)

y Tom Taunom wuzy. 3a 3 € (S/J)*, 0 (B8) = [(S, R/I, $)] rae je msomopduzam ¢ ompehen MHOKe-
BeM ca (3, OJHOCHO ¢ je KOMIIO3HIIU]a,

-1
SwsS)J s 810 =Ly 810 2 RiT @R, S/
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rie ¢y hy (s ® [s]) = [ss'] u hy ! ([s]) = 1 ®[s] npupomu usomopdusmu S/ J-momymna. CxomHo Towme,
MaMo J1a je

p(1®s]) =1®p]s].

Jokaxxumo cajia jeJHy BeoMa, KOPHUCHY JIEMY.

Jlema 2.1. Hexa 3a npcmene saoscu R C S, I je xondyxmop osoe pawupersa u sg € S je maxas da
[so] € (S/I)*. Axo so nuje deaumen nyae, mada je O ([so]) = (s0) N R 2de je (so) 2aasmu udean y
S eenepucan ca Sq.

Jloxas. Osnaumnmo [so] = 5. [Tohumo ox nujarpama
S
Jo
R/T -2 Sog S/I

e je ¥y (s) = s®1 = 1®[s] ommocwo ¥z ([r]) = ¢~ ([r] ® 1) pu "emy je ¢ 3a,1aT0 Ko KOMTIO3UIHM]ja

h

SwsS/I — 8/1 25 ST 2y RiT@g); S)1

Osnaunmo caga ca B : S/I — S/I uzomopdusam 3amar MHOKemeM ejlemenToM 3. Fberos muBeps
jecre MHOKeme ca L. CxomHO TOMe, MOXKEMO padyHaTH, 33 1 € R

Yo (r]) =¢ 1 ([r]®1) = (hy' 0o Bo hl)’1 (rl®1) = (hy'o Bt ohy) ([r] ®1)

opuocHO 1oTo je ha ([r] ® 1) = [r] jep je xomomopdusam f y MusHopoBoM KBajipaTy MHKJIy3uja,
TO UMaMO JIajbe J1a je

Yo () = hi* (B7 (1)) =y (871 [1]) = 1@ 57" [r].

IMokazkumo caza na je umpeas npcerena R, J = (sp) N R, noBiademe OBOI aujarpama ako Sy HuUje

JeJmmTe/b HyJIe. HOCManaMO

g—I s

| I

R/T -2 Sog S/I

rae cy fi1(rsp) = r omuocuo fo(j) = [j] 3a rsg,j € J. llpeciukasame fi je mobpo nedurmncano
jep ako je j = r1Sp = T2Sg TO IOINTO Sy HUje IPABU JEJIUTE/h HyJe cjienau na je rp = ro. dujarpam
KOMyTHPa jep je 3a j = sy € J ucmnymeHo

U1 (f1(rso)) =41 (r) =1@]r]

JOK je ca Japyre cTpaHe
W2 (f2 (rs0)) = 2 ([rso)) = 1@ [so] ™" [rso] = 1@ [so] ™" [so] [r] = 1@ [r].
IIpernocraBumo jour jga Baxku 1 (s) = 9 ([r]) omrocHO 1O perxomuo onpehenom na je

1@ [s] =1®[so] " [r].
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Kama na oBo mpumennmo mzomopdusam hi mobujamo ma je

—1

[s] = [s0] " [r]

ucnymweHo y S/I ogHOCHO Baxku Ja je
[so] [s] = [sos] = [r]

OJTHOCHO TIOCTOju ¢ € I Tako 1a BaxKu

T = 850 + t.
Onasze cienu Hajupe na r — i = sso € J omakie ciaenu na je f1(sso) = s u fa(ssg) = [sso] = [r].
YKo/IMKO U ejieMeHT $18) uchymana na je fi(s150) = f1(ssg) = s u fa(s150) = f2(ss9) TO U3
nedunUIIje xXoMoMopdu3Ma f1 ciean 1a je S| = S a CAaMUM THM U $1S) = SS(. O

IIpumep 2.5. Hexka je K nosse. Heka je
R=KI[X,Y]/(Y? - X

u oapeumMo weroBy Ilukaposy rpymy. Heka je S = K [t]. [okaxkumo npso na je R m3somopdan
MOTIPCTEHY TPCTEeHa S OHOCHO TPENU3HUje BAXKN

R=K[X,Y]/(Y?-X*) 2 K [t*#].
Baucra, nohumo o1 xomomopdusma npcrena (mrasuiie, xomomMopdusma K-anrebpu)
f:K[X,)Y] = K[t]

JaedUHUCAHOT Ca,
fp)=p ()

onuocuo f je onpehen ca X — t> u Y +— 3. Ciuka oBor xomoMopdusma jecre K [tQ,t?’] ma
OZIpeTUMO joItl ¥eroBo jesrpo. oo je

FO =X = () - (1) = 0

TO BaXKM WHKJTY3HUja

(Y2 - X3) C ker (f)

[a MOKAXKMUMO JOII ¥ JAPYTY UHKJIY3Ujy. YOuuMo crora p € ker (f) 0JHOCHO MOJIMHOM 3a KOjU BaxKu
P (t2, t3) = 0. Ykoumko je nosunoM p € K [X] To je IpeTxXo/Hu yCJIOB €KBUBAJEHTAH Ca P (t2) =0
ofakse Mopa 6utu p = ( ma IPeTHOCTaBUMO CTOTa Ja je p HOJMHOM IO Y ca KOeUIMjeHTUMA
y K [X]. TlomTo je mommom Y? — X3 monmuan mosimHoM 10 Y ca koedunmjentiva y K [X] To
MOXKEMO TOJIEIUTH P Ca UM OJHOCHO MOCTOje mojuHoMu a, b, r € K [X] TakBu na Baxku

p=(Y*=X*)r(X)+a(X)Y +b(X).
CXOIHO TOME BazKy J1a,
a(X)Y +b(X)=p— (Y? - X*)r(X) € ker (f)
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OJTHOCHO
a(t)t*+b(t*) =0.

TTomuraoM b (t2) nMa HeHyJ1a KOoepUIlnjeHTe eBeHTYyaJHO y3 naphe crenene o t. Ca gapyre crpame,

a (t2) 3 = (t2a (t2)) t nma HemyJia KoedUIMjeHTe eBeHTYaJHO y3 HenapHe crernene of t. Crora us

jemHAKOCTH @ (tQ) t3+b (t2) = 0 Mopa cjaeauTu 1a je a (tz) tB3=0wub (t2) = 0 omakye je a =b = 0.

Tako 3aKsByUIyjemMo ma p = (Y2 — X3) r(X) € (Y? — X3) mro mokasyje na je

ker (f) = (v — X?)

" KOMILIETUPA JIOKa3.

YV HacTaBKy pajmMoO ca mnpcTeHoMm K [tQ, t3]. Konaykrop pammupema npcrena R = K [tg, t3] -
K [t] = S jecre maean I = (t?), npu deMmy HATIOMHIHEMO jOII jeJHOM Ja je OBO TJIABHU Heas y
npcreny S Koju je cajgp:Kan y npcreny R. 3a MonoM o6/mKa t2 je HCITyHeHO

t2r+1

IITO je TIoJIMHOM 10 2 ma mpumnaja npereny K [t2, t3] JIOK je 3a MOHOM OOJIMKa HUCIIyEEHO

mTo je mosmHOM 10 t2,t3 ma mpunaga npereny K [tQ,tg]. Cnemu na je t’t" € K [tQ,tg] ma je u 3a
npousBosban nomHOM p € K [t] memymeno t2p € K [t2, t3]. CxoHO TOMe, 3aKjbydyjemo na je t2 y
KOHJIYKTODY Tia je u mieas (t2) caapskan y KOHIyKTopy. AKO oHM He 6Gu OWIM jegHAKH, oHja O

MOpAaJIO BazKHTH Ja je (t) caupzano y KOHAyKTOpY mro u3 ¢ ¢ K [t,¢%] nuje Tauno.
Tako mobujamo MuHOPOB KBaapaT

K [t* )] —— K i

| !

K [, 63] /{t*) —— K [t] /{t?)

Ilpcren K [tz,t?’} /{t?) mzomopdan je mpcreny K. Cxomamo Tome, mperern K [t2,t3] /{t?), K [t] cy
IJIABHM JOMEHH 11a ¢y muxose Ilukapose rpyne rpusujasne. M31B0juMO 1€0 TAMHOT HU3a U3 TEOPEMe

B3

(K [1) > (K [12,6%] /(%) P (K [0 /(8%)" —— Pie (K [2,6%]) —— 1
"3 Kojer 3aKJbydyjemMo ja je xomoMmopduzam 0 enumopdusam. [locmarpajMo cajma mpereH
K[t]/{t*) ={at +b:a,bc K}
pu YeMy je MHOXKerbe ojpeheno ca
(a1t + b1) (azt + b2) = (a1b2 + braz) t + b1ba.

Tana je enement at +b € K [t] /(t?) unBepTHOWIAH aKO U CAMO aKO TIOCTOJH €leMeHT ait + by Takap
ma je aby +ba; = 0 u bby = 1. Cxomuo ToMme Baxku fa b € K™ ma umamo jom ma je ap = —%
OJTHOCHO BazK! JIa je

(K[t /) ={at+b:be K*}.
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Hame, (K [t])* = K* ca npupoasom nnentudnkanujom onmocuo (K [t2,6%] /(t2)) * = K*. Jlonar-
HO,

D (K[ x (K [, 8] /(%)) = {b: b e K*}

OJIHOCHO y CJIMIIU Cy TAYHO MHBEPTUOWJIHU €JIEMEHTH I0Jba K NITO TPUBHMjaJHO CJIEIU jep Cy WH-
BepruGmian enemenrn y (K [t])* x (K [t2,t°] /<t2>)>< obimka (u,v) npu yemy u € K*, v € K*
u oHn ce ca D cimkajy v uv™! mro je m3 K> 1ok 3a v = 1 mokpuBamo cBe nHBepTHOMWIHE y K.
Crenmjasmo, ako je a = 0 Tazga je d(b) = 1 € Pic(R). Cxomuo Tome, enement at + b € (K [t])”*
UCIY EhaBa

8(at+b):8<b<1+%t>> :8<1+%t>

OJTHOCHO 3aKJby4dyjeMo Jia je
Pic(R)={0(1+at):a€ K}.

[Tocmarpajmo caja
f: K — Pic(R)

neduHECAHO Ca
fla)=(1—at)

npu 4yemy nocMarpamo 1 —at € K [t] /(t?). OBo je mo nperxomsom 6mjekiuja, ma IOKaXKUMO jOIT
na je xomomopdu3aM rpyla IIpH YeMy Ha JOMeHy IOCMATpaMO OIepanujy cabupama. 3aucra, 3a
a,b € K nmamo 1a BaxKu

fla+b)=0(1—at—0bt)=0(1—at—bt+abt?)
na kako Baxu (1 — at) (1 —bt) = 1 — at — bt + abt® mmamo 1a je
fla+b)=0((1—at)(1—0t) =01 —at)d(1—0bt)=f(a)f(b).

Haxkue,
Pic(R) = K.

Oxapeumo casia GimzKke Kako u3rjenajy kiaace naseprubuanux momayna f (a) = 0 (1 — at) € Pic (R)
3a a € K*. Ilomro je S = K [t] nomen, To HUjeJjaH HEHyJIA €JIEMEHT HUje JeJUTeb HyJle, OJHOCHO
MOXKEMO IPUMEHUTH IIPETXOAHY JeMy II0 K0joj je 3a a € K ucmymeHo

fla)=fa=(1-at)NR.

[Tokaxkumo cajta 1a je
Ba = (1 —a?t?,t* — at®)

IIpU YeMy je OoBO IpaBu uiaeas y upcreny R. IIpso, momro je

1—a%t? = (1—at) (1+at)

t2 —at® =t (1 — at)

To Baskm maKmysuja (1 — a?t? 12 — at3) C B, ma mokazkmmo jomr mpyry mHKIy3mjy. Heka je crora
p € K [t] rakas na je p-(1 —at) € K [tQ, t3]. IlomTo y mpcreny R HeMa MOJTMHOMA CTEIIEHA jeJIaH, TO
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ITOJTUHOM P He Mozke 6uTu crenera 0 ofHocHO KOHCTaHTa. [losimHoM p 3anuimmmmMo Kao 36up JimHeapHor
Jeaa U OCTaTKa

p(t) = ut +v+tiq
ma ©UMaMo Ja je
p-(1—at) = (ut+v+t3q) (1 —at) = (£* (1 —at)) ¢ + (ut +v) (1 — at)

ITokaxkmMO CaJla MHIYKIHJOM TI0 CTeTleHy TIoJuHOMa p aa Tama p - (1 —at) € (1 — a?t?,t? — at3).
[Momro je sinneapuu geo npoussoga p - (1 — at) jenHak JMHEAPHOM eIy O

(ut +v)-(1—at) =v+ (u—av) -t —uat> € R
TO cstenu Ja KoeunujeHT y3 ¢t Mopa 6uTu HyJia OJHOCHO Baxku U = av. CXOJHO TOMe BazKu
ut +v=avt +v=10v(l+at)

oJlaKJie je
(ut+v)-(1—at) =v(l+at) (1-at) =v(l—a*?

omaxne ciem qa Baxku fa t2 (1 — at) g € (1—a?t?,t? —at®). Axo je v € K* Taja ¢y u, v pasmuanT
Ol HyJle IIa je CTeIeH MOJMHOMA t2¢ CTPOTrO MAamH OJ CTeleHa IIOAMHOMA P Ia 110 HHIYKIMjCKO]
xunoresn ciean ja t2q € (1 — a?t?,t2 — at3). Axo je u = v = 0 ogHOCHO p = t2q Taja UMamo 1a je

p-(1—at)=t*(1—at)g=gq- (* —at’) € R.
Banumumo cajia moJMHOM ¢ Y O0JIUKY
g=(1+4at)-r+ A
3a A € K u nosimaom r. Tazma je
p-(1—at)=t*(L+at)r+A) (1 —at) = (L+at)- (1 —at)- (£*r) + M* (1 — at)
omrocHo 3a A = t2r € R (jep je t? eneMeHT KOHIYKTOPa) BayKW
p-(1—at) = (1—a*?) A+ \(t* — at?)

ozlaKJIe
p-(1—at) € (1—a*?t* — at’)

IITO CMO M 2KeJICJIN Ja IIOKazKEeMO. U

VY IpeTxomHOM HpHMEpPY CMO MOKa3aJu Ja HeHyJa ejeMenTy a € K npu msomopdusmy rpyia
f: K — Pic (K [tZ,t?’]) ofroBapa Kiaaca mHBepTHOHIHOT Momyna B, = (1 — a?t?,t? — at3) xoju je
umeast mperera K [tQ, t3] . Kaya moemarpamo nperen R = K [X, Y] /(Y2 — X3) uzomopdan mpcremy
K [tQ, t3], Baxku K 2 Pic (R) upu uemy Henysa ejgeMeHTy « € K oirobapa Kjaca MHBEPTHOMIHOT
MOJTyJIa
Po = (1-a’X, X —aY).
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Hanomenumo ga hemo kmacy mosmmHOMa p y nipcTeny R o3nadaBaTu Takohe ca p mpu 9eMy BOIIMO
padyHa 0 TOMe Kajia JiBa mosmHoMa oapehyjy mcery kimacy. OmummuMo cama jorr Masto uiaeas L.
TlocmaTpamo ckym Tagaxa

I'={(z,y) € K x K :y* —2° =0}.

Csaka tauka A € ' je obiuka A = (042, a3) 3a jequHcTBeHO 0 € K. 3awmcra, ako je x = 0 Tajma je

ny=0mnajenma=0. Y cymnpoTHOM, aKO je T PA3JIUIUT OJ HyJIe, IOCTABUMO (X = % € K ma taga
nMaMo Jia je

2 3
2 Yy .
(0% —72—72—1)
x T
U aHAJIOTHO 5 )
a3_yi_3/3/ —y
x3 x3

3a wenyna o € K o3naunmo tauky A, = (a‘Q, a_3) € I' u mocmarpajmo cienehu enumopduzam
b K[X, Y] /(Y- X3 - K

JedUHUCAH Ca

¥ TOKaXKUMO 14 j€ UCITYHeHO

ker (¢a) = ma

OJTHOCHO HEHyJIa ejieMeHTy « € K oiropapa TavHO MaKCHUMAJHU W€ MOJTMHOMCKUX (DyHKIMja
I' — K xoje mmuesapajy y tauku Aq. ITomro je (1 —a?X)(Aa) = (X —aY)(4s) = 0 10 je
PBo C ker (¢,). IIpernocraBumo crora ga je p € ker (¢, ). Axo je p mosmaoM o X To ycjioB 12 je
0=p(As) =p (a‘2) no BesyoBom craBy nmmumnmpa ja je 3a Heku mojumHoM 7 € K [ X]

p=(X-a?)r(X)=—-a?(1-az)r(X) € Pa.

ITpernocrasumo caza Jia je p nosmuoMm 110 Y ca koedunpjentuma y K [X|. Kao y nmokasy nperxomne
JleMe, TOJIE/TMO Ca OCTATKOM TOJMHOM p MOHMYHUM (o Y') mommmoMoMm Y2 — X3 ma je 3a meke
nosuaoMe a, b, r € K [X| uciymeno

p=Y*-X*)r(X)+a(X)Y +b(X)
olaKJie cienu ma kKasa npehemo wa mperen R mobujamo ma je
p=a(X)Y +b(X).

IMomestuMo cajia ca OCTATKOM IOJIHHOME a, b mosmHOMOM 1 — a? X oqHOCHO [IOCTOj€ TOJIMHOMH ¢, d €
K [X] u A1, A2 TakBHU Jja BaxKu

a(X)Y+b(X)=(1-a’X)c+ M) Y + (1 —a’X)d+ X

OIaKJIE je
a(X)Y +b(X)=(cY +d) (1 —a’X) + (MY + \o)

onakiie u A\1Y + Ay € ker (¢,,) na nokazkumo jour ga A\1Y + Ao € Poq. Yeaos ga MY + Ao € ker (¢q,)
AMILTUTIFPA J1a je
)\104_3 +X=0
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ONaKJIE je
)\2 = —)\1a—3

ma je
)\1Y + )\2 - —)\1 (04_3 — Y) .

ITomro je y mpcreny R ucmymeHO
1=a?X

TO je Takobhe
a B =a3a?X =a1X

a je KOHAYHO

MY + X=X (@' X —Y) = -Aa ' (X —aY) € Pa.

omakJjie p € P, IITO CMO U YKEJeJH 18 MTOKAKEMO.

2.3 JlenekuHJI0BU JOMEHU

YBoauMo casa Kiaacy mpcreHa 3a Kojy je [lmkaposa rpyma HapoduTO MHTEpECAHTHA (BUIAETH W

(11, (@], [14], [10], [L5]).

Hedunurmja 2.5. Komyrarusan gomen ca jequuauniom R je /ledexkundog YKOJIMKO UCITYE-aBaA CJle-
nehe yciioe

1) IIpcren R je Herepus.
2) IIpoctu uieasu y R pasaudauTu o Hysle Cy MAKCUMAJIHH.
3) MurerpasHo je 3aTBOpEH.
DukcupajmMo cama o03Haky () 3a mosbe pasiomaka leaexkunmoBor nomena R.

IIpumep 2.6. I'maBum goMeHU Cy OCHOBHU WM HAjj€THOCTABHUjU mpuMepu JleIeKuHI0BUX TOMEHA.
Ilosba cy TpuBujasiau npumepn JleaeKuHIOBUX JIOMEHA, 1A Ce YIVIABHOM Yy JeUHUIUjU HATJIAIIIABA
Ja uperer R nuje noswe (Bugern |1, [15]). O

ITpumep 2.7. Ykosmko je F anrebapcko 6pojeBHO I1M0OJb€, OJHOCHO KOHAYHO palupeme 1moba Q,
npcrer Of ajrebapckux 1eaux OpojeBHOT 1moJba F Koju je MHTerpaJsiHo 3aTBOPEHE IIPCTEHA Z Y TOJbY
F je JlenekuniioB oMeH, U mera npoydasa anrebapcka teopuja 6pojesa (sugeru 7], [15]). O
Heka je R komyTaTwBaH JioMeH ca jeawHunoMm. Ha cKymny meroBux mjeaja YBOJIUMO ciiegehy
pesanujy
ab & (Je<R) (b= ac)

7 TaJa KaXkeMo Ja uiaeas a deau umeas b. Ha mecHOj cTpaHu eKBUBAJIEHIIM]E je MPOW3BOI MIeaa

bc = {3 bici b b, € ¢}

jecre ujeaJ TeHepUCaH TPOU3BO/INMA eJieMeHaTa u3 oBux uieasa. OBa oneparyja je acoujaTuBHA,
KOMYTaTHUBHA U 3a HeyTpaJs uMa uiaeas R (Bugeru [15]). OBa penanuja yomnrasa 1e/uBoCT OpojeBa,
jep kaja je npcren R riaBHE JIOMeH, Taja ujgeas (a) jgesu umpeas (b) ako M caMO aKo eJIeMEHT a
Jiesn esteMeHT b. 3a j0Ka3 HapenHe Teopeme norsexara [[7, [L5].

OIHOCHO
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TEOPEMA 2.3. Komymamusan domen ca jedurnuyom je ledexundos domen axo u camo axo 3a
ceaka deéa udeasa a,b easicu da alb axo u camo axo je b C a.

Osnaummo ca Cl(R) ckyn kjiaca m3oMOpgHOCTH HEHyJIa mjeaja IpcreHa R, rie cy jaBa wie-
asa m3oMopdHa ako cy uzoMopduu kao R-momynu. 3a wueasn a upcrena R, ca {a} osHauaBamo
oxrosapajyhy ksacy y Cl(R). Ha Tom ckymy yBogumo omepanumjy ca

{a} {b} = {ab}.

Osna onepanuja je n106po jnedunucana (Bugeru [7|) aconujaTuBHa U KOMyTaTHBHA, jep je TO OAro-
Bapajyha omepanuja Ha cKyity ujeasa npcrena R, ca meyrpasom {R}. Knaca {R} caap:xku TadHo
KJIace TJIABHUX HJEAJIa KOjU Cy MeHEPUCAHU HEHYJIA e/IEMEHTHUMA.

Yoummo cama Henyna uaeas a y R. Taga mocroju eneMeHT ag € 0 pa3jnduT O HyJe Ta je
(ap) C a. ITo Teopemn @ Tajia mocroju uipeas b rakas ma je ab = (ap) = R. Crora mMoxkemo
dopMyrcaTH HAPEIHY TEOpeEMY.

TEOPEMA 2.4. Cryn Cl(R) y odnocy Ha ysedeny onepayujy muodtcerva udeana je Abeaosa epyna
KOJY Ha3usamo Kaacka epyna udeasra /ledexundosoz domena R.

3a exBuBasnenTHe Jedununuje Kiaacue rpyne uneana sugeru [9], [15]. ITokaxkumo cana jeany
neMy Koja hie Ham Tpebaru 3a J0Ka3 HapeaHe Teopeme (Bumgern u [5]).

Jlema 2.2. Hexa je npcmen R domen ca nomwem pazaomara Q@ u M wenwyaa R-modya cadpocar y
Q. Tada sasicu

1) Csaxu eaemenm x € M ®p Q je obaura m Qt 3a nexke m € M,t € Q.

2) IHocmoju usomoppuzam R-modysa f: M @p Q — Q maxas da je f(m @ t) = mt.

Zoxas. Younmo mpBo mpousBo/bHO * € M ®p Q. Iloctoje my,...,m;y € M u ty1,...,t; € () TakBuU
Ja je

rT=m1 Qt1+...+m Rt
Ozmaunmo caga m; = Z—ll, ce,my = Z—ll U TIPETHOCTAaBUMO Jia Cy CBH OHU HEHyJIa M IIOCTaBUMO
eJIEMEHT a = ap - --a; € R Koju cxomao Tome Huje Hysa. O3HAUUMO ¢] = %, ce, 0= a% € R. Taga
uMamo 11a je a = a;c; = bje;m; € M 3acset = 1,..., 1. Iomro je b;c; pa3auauTo of HyJie,TO TIOCTOje
qi,---,q € Q TakBu 5a je t; = b;c;q; 3a cBe ¢ = 1,... 1. Cana pagynamo:

m; @t; = m; @ biciq; = bicim; ® ¢ = a X g;
dacBe i =1,...,l. CxomHO TOME je
Mm@t +...+mt=a@q@+...+a@q=a (@ +...+q)

IIITO TIOKa3yje MPBU €0 TBphema.

Youumo cana R-OwimHeapHo mpecsmkaBambe B @ M x QQ — @ nedunucano ca B (m,t) = mt
Koje moroM uHAyKyje R-muneapuo f: M ®@pQ — @Q onpeheno ca f (m @ t) = tm u nokaxkumo Ja je
ono nzomopduzam. Ilomro je momgyn M paznawaur o HyJe, TO MOCTOju ejaeMeHT m € M pasauaut
on HyJste. Heka je t € Q npousposban. Tama je f (m ® %) = %m = t omHocHO [ je enumopduzaM.
IIpermocrasumo jomr na je f (z) = 0. Ilo mperxomaom gemy TBphema, mocroje m € M, t € () TakBu
Jajexr =m @t na je

fl@)=f(mat)=tm=0

omakiyie je t = 0 wam m = 0 jep je () mosbe, ogakie je u x = () IITO KOMILIETHPA JTOKA3. ]
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IIpBu neo sieme 3ampaBo kaxke ja cy csu Tenszopu y M ®p @) panra jeman. Tspheme jeme je
CIEIUjaJHO UCIYIHEHO 38 HEHyJsa uieaje npcreHa R kaja mx mocMarpaMo Kao R-momyse y (Q nipu
IpEpOAHOM MOHOMOpPdU3MY iR : R — Q, ig (1) = .

TEOPEMA 2.5. Axo je R Zedexundos domen, mada je R-modya M uneepmuburar axo u camo
axo je usomopgar udeany npcmena R. Jodamno, 3a udease a,b sascu uzomoppusam R-modyira

a®b = ab.

Zloxas. TlpernocrtaBumo npBo 1a je M uupeptubmian R-momys. ITo Teopemu @, M je Tasia KOHATHO
reHepucad npojekrusan R-momyn paura dimg (M ®r Q) = 1. Konauso remepucanu IpojeKTHBHU
MOJLYJIU Cy PABHU II0 TEOPEMHU @ I1a, aKo mocMaTpamMo MoHomopduzam R-moaysra R — () u Ha mera
MIPUMEHUMO TEH30PUCKU Tpou3Bo ca M mobujamo

M=M®rR—+MopQ=Q

npu demy je M @r R — M ®pr Q monomopduzam. 3ak/bydyjeMo crora ja je M uzomopdan R-
momysy N cagpzkanoMm y mossy paznomara (). Ilomro je M konauno remepucan R-momym, To je u
N KOHAYHO TEHEPUCAH Ca CKYTIOM T€HEpPaTOpa

a1 aj

a7"‘7a

ma ako peheMo Ha 3ajeIHMYKN UMEHMJIAI] JO0MjaMO CKYIl TeHePaTopa

ni ng
B’ ..’E
Crora je
n1 n; 1
N:{r1§+...+rl§:rl,...,rleR}:E{r1n1+...+rml:rl,...,rlGR}
a ako u3ABojumMo uieas a = {riny +...+rn;:r1,...,r € R} = (n1,...,n;) BUIuUMO j1a npecsu-
KaBambe

fia— N

onpebeno ca f (r) = £ nedunmmue nzomopdusam R-momyna N u (mpeasna) a mTo mokasyje aa cy
naBepTUOUIHN R-MOomyu m3oMmopdun nneannma y R.

Hexka je cama a (menysna) ugean npcrena R. ITTokaxkumo mpBo ja je @ mpojeKTHBaH (KOHAYHO
je renepucan jep je npcren R Herepun). Ilomro je npcren R Jlemekunmos, To nocroju uzjean b
TakaB ga je ab = R. CxomHO TOME, IIOCTOje eJIEeMEeHTH a1,...,a; € a u by,...,b; € b TakBu 1a je
aiby + ...+ a;by = 1. IlocmaTpamo cama xomomMopdusam

f: R' > a
nedunucan ca f (rq,...,7) =r1a1 + ... + rja; u xomomopduzam
s:a— R!
nedbwunucan ca s (z) = (biz,...,bx). 360r ajb; + ...+ a;by = 1 umamo ma je f o s = Id, omakie je

a mpojekTuBaH R-Momyit.
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Axo jomr nmokazkeMo j1a ocToju ndoMopduzam ab = a® b To he ciaenuru n na je a ® b = R mro
he kommmerupaTu moka3. I[lohumo crora on mzomopdusma

fra®rQ—Q

onpebenor ca f (a ® %) = % u3 nperxoaue jeme. Heka je i : b — @ monomopduzam R-momya

i(b) = % ITomro je a paBan R-MOyJ1, Kaja TEH30PUIIEMO 4 ca a g0bujamMo Monomopduzam i @ Idg :
a®prb — a® Q. Crora je momysn a ®p b mu3oMmopdan cBOjOj CIAUIM TPU KOMIO3UIINA]U

0:aRrb—>a®rQ — Q
rie je apyru mopduszam f. Konadno, mormro je mo pedpuHUImju
a1 @b+ ... +a@b) =arby + ...+ aby
TO cienu n3omopduzam a ® b = ab. 0

Kao mupekray mocienuity mobujamo ciaenehy

TEOPEMA 2.6. Axo je npcmen R edexundos, npecauxasarse
¢ : Cl(R) — Pic (R)

odpehero ca ¢ ({a}) = [a] jecme dobpo dedpunucaro u ocmeapyje usomopdpuszam usmehy xaacre epyne
udeana u Iuxapose epyne npcmena R.

W3pauynaBamwe KjaacHe rpyte ujeasa JleqeKnHI0BOr JOMeHa je y OIIITeM ciaydajy Terko. 11o-
Ka3zyje ce ja je kjacHa rpyna uieasa lemnexkunmosor momena Op 3a anaredbapcko pammpeme [ mosba
Q xomauna rpyna (Bumeru [L5]).

2.4 KpysoBu moMeHHn

Mozke ce TOCTABUTH IPUPOIHO MTHTAHE & U 33 AbesoBy rpymny G OCTOjM KOMYTATHBAH TTPCTEH
ca jemmauiom R takas 1a je Pic (R) & G. Ilpuindno HeOU€KUBAHO, OJTOBOD j€ TIOTBP/IAH 1 3aIPABO
3a cBaky AbGenoBy rpyny G nocroju Jenekunios gomen R takas ja je Cl(R) = G. Y oBoM 011esbKYy
ckurpahemo 1oka3 oBor TBphema koje je mokazao Kmiabopu (Buzern [3]). 3a mogerak osor ojesbka,
YBOZIMMO KJIACy IIPCTEHA KOja je m3BecHo yormmnTeme Jlenexknnnosux nomena. Harre n3znarame npartu
[6] 1 m30CTABIBEHN JOKA3M ¥ JETABY Ce MOy TamMo Hahu.

Hedunuimja 2.6. Komyrarusan moMen ca jeauHuioMm R ca nmojbeM pasziiomaka je Kpy.aos domen
ykomuko nocroju damvumnuja {V;};c; Ipcrena ca JMCKPETHOM BasyalldjoM CaJIpKaHUX y Hojby K

TaKBa Ja je
-
i€l
u 3a cBako f € R\ {0} Baxku na je uHBepTHOMIIAH y CBUM OCHM KOHAYHO MHOTO V.

3a momen R, ca Spec(l) (R) hemo O3HAYMTH CKYII IIPOCTUX UJEAJA BUCKHE 1, OJHOCHO MUHUMAJI-
HUX HEHyJIa IMPOCTHX Hjeaja. 3a MPOCT uiaeas p noMena R, mokammzanujy R, TpUPOTHO BUJIIMO
Kao MOTIPCTEH HEeroBOr 1mojha passioMaka (). Tama Baxu ciegeha Teopema.
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TEOPEMA 2.7. /lomen R je Kpyaos domen axo u camo axo 6axrcu 0a je 3a c6axu p € Spec(l) (R)
aokarusayuja R, npemen ca duckpemmom eanyayujom,

R= () R,

peSpecM) (R)
u ceaxu f € R\ {0} cadporcan je y najeuwe xonaurno mmozo p € Spec!) (R).

IIpumep 2.8. Ako je R Kpymos gomen u T C Spec(l) (R) moicKym Taja je Ha OCHOBY IIPETXOJHE
TeopeMe W TPCTEH
A= R,

peT

takohe KpysioB momMen 3a koju KaxkeMmo Jia je mornpecek nomena R. 3a mpocre njease BUCHHE jeTaH
u3 Spec™) (R) \ T KazKeMo Jia Cy Uu30Cmas./beny IPU KOHCTPYKIUjU jJoMeHa A.

ITpumep 2.9. Ilpcren R je HenexkumnioB momen ako u camo axko je Kpysos momen y kojem je cBaku
HEHyJIa IIPOCT UJeaJ] MaKkcuMaJia. [

Kpynosum nomennma hemo caja npujpyKuTh jeIHy I'PYILy Koja y ciyd4ajy JlenekuHmaoBux J1o0-
MeHa OJIroBapa KJIACHOj rpymnu uiaeasna. Hajupe yBoaumo cienehu nojam (Bumeru [0]).

Hedunurimja 2.7. Passomauru udean momera R ca mojbem pasiomaka K je memysa R-momyn M
caJp:KaH y KOHa4YHO reHepucanoMm R-momyny N C K.

Paznomauku ujeann jgqomena R cy makie HeHyJa MOAMOJYJIM KOHAYHO MeHepUCcaHuX R-Mojysa
caJprKaHuX Y HEroBoM 1osby padiomaka K. To cy crenujaiHo u ¢BU KOHAYHO MeHEPUCAHM HEHYJIa
R-vonymu y K. 3a R-momyne M, N C K yBogumo

M:N={zxeK:zNCM}.

Ka0 W TPOU3BO/I,

MN = {mei:miGM,niEN}.

)

Hedunuinja 2.8. Pasimomauku unean M nomena R ce HazuBa dusu3opcku udeas YKOJIUKO je
uctymweno M = R: (R: M).

Hanomena. Tlokasyje ce nma je momen R JleneKwHIOB JIOMEH aKO W CAMO aKO Cy CBHU Pa3JOMadKQ
nueas i AUBA30PCKU OTHOCHO aKO M CAMO aKO Cy CBU Pa3JIOMAYKM WEAJM WHBEPTUOUIIHUI.

TEOPEMA 2.8. Hexa je R Kpyaoe domen ca nomem pazaomaxa K. Ha cxyny D (R) ceur dusu-
30pcrux pazaomaukux udeana domerna R dobpo je defunucana onepayuja (M,N)+— R: (R: MN)
y odnocy wa xojy D (R) nocmaje Abeaosa epyna. Jodamno, npecauxasare f: K* — D (R) depu-
nucaro ca f (x) = xR jecme xomomoppusam epyna.

Ciaky xomomopdusma f U3 IpeTxoHe TeopeMe o3HadaBaMo ca Prin (R) m HazmBaMo rpymnom
2A06HUT TUBU30PCKUX PA3TIOMAYKNX MJIeasa npcreHa R.

Hedbunnnuja 2.9. Kaacna epyna dususopa Kpymnosor gomena R je xommanuuaka rpyna Cl(R) =
D (R) /Prin (R).
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Hanomena. Yxomuko je R /leneknHIOB 10MeEH, KIacHa I'Pyla AUBU30Pa M KJIACHA TPYIIa UAeasa Ce
MIPUPOJIHO UJIEHTUDUKY]Y.

Hapezny 3nauajuy Teopemy je nokasao Harara (Bumeru [6]).
TEOPEMA 2.9. Hexa je R Kpyaos domen u A nomnpecer 0d R no T C SpecV) (R). Tada

unkaysuja R — A undykyje enumopgusam Cl(R) — Cl(A) wuje je jesepo eemnepucaro kaacama
usocmaemenuz udeara Spect) (R)\ T.

Hexka je p € Spec(l) (R) 3a Kpymos nomen R u M pasmomauku umean. [lo reopemu @, JIOKa-
mrsanyja R, je Taja IpCcTeH ca JUCKPETHOM BaJlyalldjoM OJIaKJje CIEeIU Ja HOCTOjU jeIMHCTBEHU
HeHeraTuBat 6poj r takas xa je M, = (pR,)" rue je 3ampaBo Ha JECHO] CTPAHU T'-TU CTEIEH MAaKCH-
MaJIHOT ueasa y nupcreny R,. Tana mocrasumo vy, (M) = r. Takobe, mo Teopemu @, vp (M) =03a

CBE OCUM KOHAYHO MHOTO P € Spec(l) (R). ITokasyje ce na je 3a paziomauke ujgease M, N uciymeHo
u vy (MN) =wv, (M) + v, (N).

Hedbunuimja 2.10. Cumbosuvru n-mu cmenen on p € Spec(l) (R) jecre pas3jioMadKu ueat
P ={zeK:v,(zK)>n}.
Ha 3magaj cumbonmmdakor cremena ykasyje ciaeaeha
Jlema 2.3. 3a pasaomaury udean M Kpyroeoe domena R, sasrcu da je
R:(R:M)= m per(M)),
peSpecV)

N3 neme cnenwmjaano ciaemu na je 3a JUBU30PCKU PA3JIOMAdKu ujeas M uciymeHo

M = () p(e )
p

onakie je onepanuja na D (R) samara ca (M, N) — (1, p™) tne je ny, = v, (MN).

Hakon yBoljema HEONXOAHMUX IOjMOBa M IPEIUMUHAPHUX PE3YJITaTa, IPUCTYIUMO CKUIUPAILY
nokasza reopeMe Kitabopra. ¥ IpBOM KOPaKy HABOIMMO HapEIHY TEOPEMY, 110 KOjoj 3a cBaku Kpyios
JoMeH moctoju JlemeKuHI0B TOMEH ca m30MOP(MHOM KJIACHOM TPYIOM IuBu30pa. Hamomenumo 1a
j€ He HABOJMMO Y IIyHO] OIIIITOCTH.

TEOPEMA 2.10. Hexa je A Kpyaoe domen. Tada nocmoju [edexurndos domen B maxae da je
Cl(A) = Cl1(B).

CxomHO TOME, JOBOJBHO je IOKA3aTH Ja 3a Ipous3BosbHy AbesoBy rpyny G mocroju Kpyiaos
nomen R rakas ga je C1(R) & G. YV ToM mpaBily, NOKaXKMMO HajIpe Ja TO BaxKU 3a CJIODOIHY
Ab6emoBy rpymy. Hajrpe, 3a ckyn S u npcren R, Heka je

R(S) =R [{XS7YYS7 USv VYS}SES] /<{Xs‘/s o YSUS}SES>

IIITO je 3alpaBO MPCTEH MOJMHOMA 0 TPOMEHJ/FUBUM MHIEKCUPAHUM CKYTIOM S TocedeH mo oapelhe-
HOM HJeaJsy. Y KOJIMKO CKYII S MMa caMoO jeJlaH €JIEMEHT, TaJia je IPCTEeH

RS = R[X,Y,U,V]/(XV —=YU).

MajuM cIIoBuUMa T, Ys, Us, Vs O3HauaBaliemo oxroeapajyhie xiace neompehennx y R, Mmamo Ha
yMy Ja 3a BHX Tala BaxXu IsvUs — Ysus = 0. JdomarHo, 3a ckym S, 03HAYIUMO ca 7.(5) CJT000THY
AGesioBy IpyIy HaJ CKyIoMm S.

40



TEOPEMA 2.11. Ykoauro je R Kpyaos domer u S cxyn, mada je u R Kpyaos domen. Yroauxo
je R =K jedno nome, mada je Cl (K(S)) =79,

Aoxas. Tlokaxxumo apyru seo tBphema. Oznaunmo npcrene B = K [{xs,ys,us,vs}ses] uC =
K st,ys,%} S}' Baxu na je C1(C) = 0 u na je upcren C' mormnpecek npcrera B mna je 1o
s ) se

Hararunoj Teopemu ker (Cl(B) — Cl1(C)) = Cl(B) renepucano OpoCTUM HIEATUMa KOjU Cy U30-
craB/benn npu dpopmupamy nperera C' U HOKa3yje ce Ja Cy TO TadHO (Ts,Ys) 32 § € S OIHOCHO
Cl(B) je renepucaHo IPOCTUM JUBU30PCKUM Ujeaanuma (X, ys) 3a s € S. [Tokaxkumo jorr ga mely
IbIMa HeMa HeTPHBHjaJHUX pesanuja. IIpermocraBumo crora ma je cyma » | oo ns(Ts,ys) = fB 3a
enmeMeHnT [ u3 mojba pasziomaka F momena B. Ilpcrenu B,C' umajy ucto mojse paziomaka F ma
UX CMaTpaMoO IMOTIPCTeHNMa Tor mosba. Ha jeBoj crpamm je kombunanuja eremenara u3 Cl(B) ca
HajBUIllE KOHAYHO MHOTO HEHYJIa Ng. To uMImimpa 1a je

B = ﬂ <$5, ys>(n8)

seSs

y3uMajyhu y 063up KOMeHTap HaKOH JIEMe @ ma je cuenujaJiHo ucnymweno u f € Buajeun f € C.
Ba dukcupano s, mocmaTpaMo (z,,ys) ™). Homro y umeany (zs,ys) HEje Uy TO je HEroB CTEmeH
MHBEPTOBAH OIHOCHO u; ™ € (z4,ys) ™). Cama mocmarpamo muean y C TeHepUCAH eIeMEHTOM f.
Ilomro wemy npumaza u, ™ a mpunamga My o z—z To My u x,; " npunaga. CXomHo TOMe, njeas
renepucan ca fy C cajp:xu nHBepTUOWIAH eJieMeHT 1a je jemuak neyiom C. Cnemu na je f nHBep-
Tubmtan eqement y C' ma mopa 6utn n3 K. [locaeauano, kiace ejiemenara u3 K cy mHBepTHOUIIHE
y B onakne je fB = B. Crora cBu ng Mopajy OuTu HyJia, ITO KOMILUIETUPA JTOKA3. 0

Ilocnenmu pesynTaT Koju HaAM je moTpedbaH jecte

TEOPEMA 2.12. Hexa je R Kpyaos domen u H nodepyna xaacue epyne dususopa Cl(R). Tada
nocmoju pawupere npecmena R — S maxeo da je S Kpyaos domen u nocmoju kpamakx mavwar Hud

0 —— H—— ClI(R) —— CI(S) —— 0

npu wemy je MoHomoppuzam urksyduja nodepyne H.

Y mocaenmeM KOpPakKy JIako KOMOWHYjeMO MPEeTXOHE pe3yJsiTare W moKalyjemo pesyiarar Kia-
bopHa.

TEOPEMA 2.13. Hexa je G Abeaosa epyna. Tada nocmoju Jedexundos domen R maxas da je
Cl(R)=G.

Jloxas. Tlonaszumo ox cioboaue Abenose rpyne F' u mwene noarpyne H takse ma je G = F/H. Ilo
TeopeMu nocroju Kpysnos gomen A takas na je Cl1(A) = F. Ilo reopemu nocroju Kpymnos
qnomer B takas ja je Cl(B) = F/H = G uiro ciiein n3 KPpaTKOD TA4HOI HU3A

0 —— H—— Cl(4) — CI(B) —— 0

u TIpBe Teopeme o nzoMopduzmy. Konauno, mo reopemu noctoju leneknnmnos nomen R Takas
na je Cl1(R) = Cl(B) = @ mTo KOMILIETHpPa JI0Ka3. O
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I'maBa 3

I'porenanKoBa KOHCTPYKIIHja

Iumb oBe r1ase jecte Ja yBeneMo I'pOTEHIMKOBY KOHCTPYKITH]Y, KOja IPEICTABbA jeJIAH YHIBEDP-
3aJTHI HAYWH Ja KOHCTpywuineMmo AbesioBy rpymy mojasehu ox AbesoBor monouaa. Iloderak cBake
K-reopuje mountbe TpymHUM KOMILIETHPameM ojpeljenor AbetoBor MOHOMIA.

3.1 I'porenaukoB pyHKTOP

[Tonmasumo ox Abesosoe mornouda M, OIHOCHO O CKyTIa Ca KOMYTATUBHOM, aCOIMjATUBHOM OIIe-
parjom + Koja nma Heytpasau ejaemerT (. Xomomopdusam (AGesoBrX) MOHOUIA j€ MPECTUKABAHE
f: M — N xoje ucnywasa f (x +y) = f (z)+ f (y). AbesoBu MoHOMIU ca XOMOMOP(MU3MUMA MOHO-
W18 9UHE jeIHy KaTeropujy, e je KOMIIO3uIja Mopdusama geduHncana yobudajeHo, mTo ce je-
HocTaBHO npoBepasa. [Ipumep A6esoBor MmoHoMa jecre ckym npupoanux opojea N = {0,1,2...}
ca cabupameM NpUpOogHUX OpojeBa. AGesoBa rpyma jecre A6Gel0B MOHOHI, KAO U OMJIO KOJU au-
TUBHO 3aTBOpEH CKyl AGesioBe Tpyne Koju cajp:ku HeytpaJ. la 6u Aberos monous 6uo Abemosa
rpyma, moTpeOHO je /1a CBaKW €JIeMEHT MMa MHBEP3 y OJHOCY HA cabuparbe. YKOJUKO IMOCMATPAMO
xoMoMmopduzam mououga f : M — G npu gemy je G AbesoBa rpyma, TO CJIMKA CBAKOT €JIEMEHTa,
f(m),m € M uma unBep3 y onHocy Ha cabupatbe, oBaj myT y G.

I'porenmnkoBa uaeja ce 3acHUBa Ha TOMe Jia AbestoBOM MOHOW Y TpuIpyKuMo AGesoBy rpyy
Ha IITO YHUBEP3AJHU)U HAUUH, OJJHOCHO J1a cBaka AOesioBa Ipyra Koja CaJapKi XOMOMOPQHY CJIUKY
[OYETHOI MOHOUJIA, CAJPXKU U XOMOMOPMdHY CIuKY npuapy:kene Abesose rpyme (sumeru [9], [14],

[10]).

Hedunnuuja 3.1. I'pomendurosa epyna Abenosor monouna M je Abenosa rpyna G (M) 3ajeaHo
ca xomoMopdusmom MoHouga iy M — G (M) taksum ja ako je G AGesosa rpyna u f : M —
G xomomopdu3aM MOHOWA, MMOCTOjU jenuHcTBeHH XoMoMopdusam f : G (M) — G rmakas ja je

fO’LM:f

Ba A6esoBy rpymy G (M) kaxemo jour ga je ['poreHamkoBa KOHCTPYKIMja IpuapyxReHa Abe-
aoBoM MoHomiy M. Ako je norpebHO npermsuuje Harmacutu, 3a nap (G (M), iys) hiemo rakobhe
pehu na je I'porenukosa rpyma Abemosor monouga M. Takobhe, ako je 3 KOHTEKCTa jAaCHO O KOM
ce AGesloBOM MOHOWIY paju, nmucahemMo camMo i 3a XOMOMOpP(U3aM MOHOUIA i)/. 38 CBOjCTBO KOje
nedunuine rpyny G (M) kaxkeMmo J1a je yHUBEP3aJIHO.

TEOPEMA 3.1. 3a ceaxu Abenos monoud M nocmoju wezosa I'pomendurosa 2pyna u odpehena
je jeduncmeerno do na uzomopgpusam.
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Zloxas. TlokaxxuMo mpBO jemmHCTBEeHOCT ['poTeHmmkoBe rpyre, ;o Ha m3omopdusam. Heka crora
naposu (G1,i1) u (G, i2) uciymasajy YHUBEP3aJIHO CBOjCTBO U3 JAedbununuje ['porenmkoBe rpyte.
Tanma npumenom nedunnimje na map (Gi,i1) u xomomopduzam MoHouaa iz : M — Go mobujamo
xomoMopduzam rpyna fi : G1 — Go Takas 1a je f1oi; = ig. Cama npuMeHnMO J1eUHUIU]Y HA Tap
(G2, i2) n xomomopduzam monouza i1 : M — G ma nobujemo xomomopdusam rpyna fo : Ga — Gy
TakaB j1a je fooio = i1. JlomaTHo, xOoMOMOpdu3Mu f1, fo Cy jeinHM TaKBU. YKOJUKO caja f1 041 = i9
yKOMOUHYjeMo ca fo, mobujamo:
Jao fioin = faoizg =10y

Hakne, I} = foo f1 : G1 — G1 je xomomopduzaMm rpymna 3a Koju Baxku Fy o4y = ¢1. [lomro je
TO WCILYE-EHO U 3a WieHTHIHN XoMoMmopduszam Ha G omHocHo Idg, o4y = 41 u momro je (Gi,i1)
I'porennnkosa rpyma, To je xomomopdusam rpymna f : Gi — G 3a xoju je f oip = i1 jeauHCTBEH
ontHOCHO Baxu F = fy o fi = Idg,. llornyno anasnoruo je fi o fo = Idg, ognocHo rpyne G, Ga cy
u3oMopdHE, U TO TAKO JIa KOMYTHUPa HAPEIHU TujarpaM:

Idas

M M

z-ll lz-z
a1 ay

U aHAJIOTHO JHUjarpam:

M 29y

o s

GQ&Gl

ITokaxkumo cajia ersucrenrujy I'porenukose rpyue. [lonazumo ox ckyma M X M Ha KOjeM yBOJIUMO
peJanujy eKBUBaJICHITNje

(m1,n1) ~ (ma,n2) < (Ip € M) (m1 +n2 +p = ma +n1 + p)

u nocraBumo G = M X M/ ~ KoJmdHUYKE CKyIl pesaije. 3a x,y € M oznaumumo ca [z, y] kiacy
eKBUBaJIeHIUje ejeMenTa (x,y). YBoauMo cajia oneparujy Ha G:

[z,y] + [2,t] =[x + 2,y + 1]

IMTokazkumo mpBo Ja je pesaija 100po nedunucana. [IpermocraBumo na je (z1,y1) ~ (r2,y2) u
(z1,t1) ~ (22,t2). Taga mocroje exementu p,q € M TakBu 18 BaKu

T1+Yotp=T2+y+p
21 F+lat+qg=2+11+q.
CabupameM OBUX jeJTHAKOCTHU JT00MjaMo
rit+ztypttetptg=as2tzmty+ti+p+g

OZTHOCHO TI0 AlebuHUIUjU je uciyrwbeno (x1 + z1,y1 + t1) ~ (x2 + 22,y2 + t2). Kako je cabupame y
M KOMyTaTHBHO M ACOIUjaTUBHO, TO je U yBeIeHO cabuparme y (G KOMyTATUBHO U ACOIUjATUBHO IIPU
yeMy je HeyTpasuu ejsement [0,0] rue je 0 veyrpasnu enement y M. WuBeps3uu ejnement o [x, y]
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jecre [y,z] jepje x +y+0=y+x+0y M naje [z,y] + [y, 2] = [z +y,y + 2] = [0,0]. Cxomo
Tome, G je AbesioBa rpymna. [ledunuiemo cajga mpecimKaBambe

ivy: M — G
ca iy (m) = [m,0]. OBo je xomomopduzam MOHOUIA:
ivd (m+mn)=[m+n,0=[m+n,0+0] =[m,0] + [n,0] =iy (Mm)+in (n)
1 npumeTuMo Ja je y G ucnymeHo

[z,y] = [2,0] + [0,y] = [z,0] — [y,0] =in (z) —ins (y)

mma cjmKa oBor xoMomopdusma renepuiie rpymny G. Iokaxkumo jour j1a uCIymaBa yHUBEP3AJIHO
cBojcrBO ['poreraukoBe rpyme. Youumo crora AbesoBy rpymy H u xomomopduzam mououma f :
M — H. Taga unaykyjemo xomoMopduszam AGeoBux rpyma

f:G—>H

ca f ([z,y]) = f (z) — f (y). OBo je 106po nebumncan xomomopdusanm jep axo je (z1,y1) ~ (z2,y2)
Taa 110 JeUHHUIMjA TIOCTOju ejeMeHT p € M TakaB I1a je UCIYEEeHO X1 + Yo + p = X2 + Y1 + p.
Kama va oBo nmpumenumo f mobujamo

@)+ f(y2)+ ()= f(x2) + f () + [ (p)

ma nomTo je H rpyma, HakoH cKkpahuBama ocraje

f(x) + f(y2) = f(x2) + f (1)

OTHOCHO
f(z1) = f(y) = f(xz2) = f (y2)-

HupexkTHO nMamo j1a je 3a m € M uCImymeHo

f (in (m)) = f ([m,0]) = f (m) = £(0) = f (m)

omuocHo Baxku foiy = f. Ako je u ¢ : G — H xomomopdusam 3a Koju je ¢ o iy = f Tama ce
xoMoMoOpdusMu f, ¢ TOKIIANAjy Ha CJIUIU XOMOMOP(MU3Ma i) a IMOIITO jeé Ta CJIUKA TeHepaTOpHU
ckyn rpyme (G, TO ce TOKJIANAjy Ha IeJI0j TPYINA OJHOCHO f = ¢ IITO KOMILJIETUPA JIOKA3. O

Kopucruhemo ybyayhe osuaky iy (m) = [m] 3a m € M, 6e3 crpaxa oj 3a0yHe Ca IPETXOIHO
kopuilieHoM O3HAKOM. JacHo, ejiementu [m], m € M uune renepatopuu ckymn rpyue G (M).

IIpumep 3.1. Ykomuko je M = N ca cranmmgapaauM cabupareM OpupogHux OpojeBa, Taja je
G (M) = Z ca crangapiaauM cabupameM, IITO JaKO BUJAUMO jep 7 UCIymhaBa yHUBEP3AJIHO CBOj-
crBo I'porenankose rpyte. [

IIpumep 3.2. Ykouuko je M AbGenosa rpyna, taga je G (M) = M ca iy = Idy, a ako je M
noamonou Abesose rpymne G, Taza je G (M) uzomopduo noarpymnu (M) o G TeHeprcaHoj CKynoM
M. 3awucra, nomro je M AGesos morou, o je unkiysuja M — (M) xomomopduszam MOHOUIA, U
cBaka jiBa xomoMopdusma u3 (M) y AGesioBy rpyily Koju ce IOKJanajy Ha nojackyny M, nokianajy
ce Ha 1esi0j rpynu (M) jep je M mwen reseparopuu ckyir. [
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Younmo caga xomoMmopduzam Abemosux mounouga f: M — N. Kama ykoMmoHyjeMo TO ca iy,
nobujamo xomomopdusam Monouga iy o f : M — G (N) na mocroju jemHCTBEHH XOMOMOPMbU3am
rpyna f : G (M) — G(N) TakaB J1a BaxKu foiy = ino f.3a xomomopduzam rpyna f oBako
nedUHUCAH KaXkeMO Jia je undykosar xomomopdusmom mououga f. Hbera moxkemo okapakTepu-
caTu TUMe Ja je TO jemuHCTBeHU XOMOMOpduzam u3z G (M) y G (N) TakaB ja KOMyTHpa HaPEeJIHU
Jujarpam:

M—1 N

Wl |

G (M) —= g (N)
Cuerjasno, ykoauko je f = Idy, 3a f = Idg(ps) mujarpam KOMyTHpa. YKOJIMKO UMaMO XOMOMOD-

dbuzam MoHOUTA

M—_fsN_2,

Taja oJiIroBapajyhu WHIOKOBAHU JIAjarpaM jecre:

f g I

>y N

G(M) — g(N) 2 g (1)

IlomTo 0ba KBagpaTa KOMyTHUPajy 1O JeUHUNNA UHIYKOBAHOT XOMOMOpPduU3Ma, TO 1e0 Aujarpam
KOMYTHUPA OJIHOCHO BarXKu

iro(gof)= (QOf) o i
OJIHOCHO BaxKu go f = §o f . CXomHO TOME MOYXKEeMO (POPMYJIMCATA HAPEHY TEOPEMY.

TEOPEMA 3.2. 'pomendurosa xoncmpykyuja ocmeapyje jedan dynrmop us xkamezopuje M Ab
Abenosuxr morouda u xomomoppusama mehy rwuma y xamezopujy Ab Abesosur epyna u xoMOMOD-
Pusama.

DyHKTOD M3 MPETXO/IHE TeopeMe HazuBaMo I pomenduxos ¢yrkmop. YKOJIMKO IIOCMaTPaMo 3a-
bopashu pyHKTOp U3 KaTeropuje AbesloBux rpymna y Kareropujy AGesoBUX MOHOUA, YHUBEP3AJTHO
CBOjCTBO Koje nmedunuIre ['poreHIuKOBY IpyIly mokasyje na je I'poreHaIukoB MyHKTOP 460 a0jyH-
eosan 3abopasHoM dyukTopy (Bumeru (9], [13], [14]) omHOCHO MOCTOjUM TPUPOTHE W30MOPhM3aM

Hompsap (M, G) = Homyy, (G (M), G)

3a AGesos moroun M u AGenosy rpyny G. Hdonemusame f — f ocTBapyje oBaj m3oMopdusant.
Y HApEHO] TEOpEeMU CYMHPAMO OCHOBHA CBOjCTBa ['pOTEHINKOBE TPy, TITO CIEAN TUPEKTHO
U3 KOHCTPYKITHAjE.

TEOPEMA 3.3. Hexa je M Ab6enos moroud. Tada easicu:
1) Csaxu eaemenm epyne G (M) je obauxa [m] — [n] 3a nexke m,n € M.

2) 3a eaemenme m,n € M easicu da je [m] = [n] axo u camo axo nocmoju p € M maxas da je
m+p=n-+p.
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CgojcrBo 1) mperxozne Teopeme HaMm roBopu ga I'porenmkosa rpyna moxouma M jecre ckyt
dopmanaux pasziuka ejgemenara Monouga M ogrocHO Heopmasao roopehu, rpyna G (M) nacraje
on M nmomaBareM camo nHBep3a ejieMeHaTa Koju Beh Hemajy nuasep3 y M. CojcTBo 2) HaM ca apyre
cTpaHe roBopHu KaJa cy cimke ejemenara u3 M y G (M) jennake, u BuguMo jia je xomMmomMopduszam
MOHOU/IA )/ WHjEKTUBAH aKO W CAMO aKO jeé CBaKW ejeMeHT Mououaa M pezyaapar OTHOCHO aKo je
y M ucnymweHo:

mt+p=n+p=m=n.

Kazxkemo jormr na monoun M mma cBojcTBO cKpahmBamba.

Hedununuja 3.2. [Toamonons L Aberosor mounowga M je xopunarar YKOIUKO 3a cBako m € M
nocroju n € M Takas ma je m+n € L.

Mako hemo o ToMe roBopuTH y HAPEIHOj IJIABU, HABEAMMO Calla PAJM KOMILJIETHOCTH BarKaH
npuMep KOpUHATHOT MOHOUJIA, & TO je CKyHI KJaca M30MOP(MHOCTH KOHAYHO T'€HEPUCAHUX CJI0DOJI-
HUX MOJyJIa Haj mpcTeHoM Ry AGesoBOM MOHOWIY KJiaca M30MOPGMHOCTH KOHATHO M€HEPUCAHUX
MIPOjeKTUBHUX MOZyJa Ham R, Tle je omepaiyja 3aaTa JUPEKTHOM CYMOM.

Y HapeJHOj TEOPEMU HABOIUMO KJbYyYHa CBOjCTBA:

TEOPEMA 3.4. Vxoauxo je L xopunarru nodmonoud Abenrosoz monouda M, mada easicu:
1) G (L) je nodzpyna epyne G (M).
2) Csaxu eaemenm epyne G (M) je obauxa [m] — [l] 3a nexe m € M, € L.
3) Axo je [m] = [n] y G (M), mada nocmoju | € L maxas da je m+1=n+1.

Aoxas. Ilpso, mukiy3uja moHouma j : L — M wunaaykyje xomomopduszam rpyma j :G(L) —
G (M) 3a xoju TBpamMO ma je mMoroMmopdmsam. Om je onpelen jemmaxomhy j ([m]) = [m]. Heka
je j ([m] — [n]) = 0, ommocwo [m] — [n] = 0 amx y G (M). Ilo npeTXomHOj TeOpeMH, TIOCTOJI eIEMEHT
p € M 3a koju je m+p = n+p. llomrro je L kodunaauu, To mocroju | € M takas na g =p+1 € L.
Cxonuo Tome, m + ¢ = n + g ogaocHo [m] = [n] oBaj nyr y rpynu G (L) mro nokasyje aa je G (L)
noarpyna ox G (M). Tlpumerumo sa 0BO yjeaHo mokasyje u craBky 3) tBphema. IlTo ce Tuue 2),
younmo = € G (M). Taga nocroje m,n € M raksu ja je © = [m] — [n]. Youumo game p € M Takas
nal=n+pe€ L. Tanajezam' =m+pe M ucuyweno x = [m'] — [I] mro komiterupa qokas. [

3.2 TI'porenaumkoBa KOHCTPYKIIHja TOJIyITPCTEHA

Heka je M A6esnoB noaynpcmen omaocHO AGe0OB MOHOHUJ Ca jOII jeTHOM OIIEPAIjOM - KOja
je acornmjaTuBHA, KOMYTATHBHA, JUCTPUOYTUBHA TpeMa cabupamy W WUMa HEyTPAJHU eJeMEeHT 1.
Xomomopduzam morouma f @ M — N je xomomopdusaM HOJIyIpCTeHa ako uctymwasa f (mn) =
f(m) f(n). OcnoBru mpumep jecte cKyn mpupomuux 6pojeBa N ca crangapIHuM cabupameM U
mHOKemeM. Kaga npehemo na 'porenpukosy rpymny G (M) y opHOCy Ha aJuTHBHY CTPYKTYDY,
nobujamo AGesoBy Ipylly W HPHUPOIHO je IMUTambe Ja JIM ce MHOXKeme mnpenocu Ha G (M) tako na
J00MjeMo TTPCTEeH. Y KOJTUKO [TOCMaTPaMO CIy4aj MOIynpcTeHa N, 0roBop je MOTBPIAAH U MHOXKEIHe
y CKyITy TIeTuX OpojaBa je MPOITHPEHO MHOXKee Mpupoaanx. OroBop y OMIITeM CIIyUajy je Takohe
MIOTBPJIAH, M TO ITOKa3yjeMO y HAPE/IHOj TEOPEMH.
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TEOPEMA 3.5. Hexa je (M,+,-) Abeaos noaynpemen. Tada I'pomendurosa epyna G (M) Abe-
10602 monouda (M, +) donywma onepayujy mroscera y 00noCYy Ha KOJY NOCMAJE KOMYMAMUEAH
npemen ca jedunuyom u eadtcu [m) [n] = [m - n] sa cee m,n € M.

Jloxas. Ceaku esement y G (M) je pasnuka nBa remepartopa, ma je IPUPOJAH HAYUH J1a J1eDUHU-
IIeMO MHOZKEHbe:

(fm] = [m']) ([n] = [7]) = [mn+m/n'] — [mn’ +m/n].

VKOJIMKO TIOKaXKEMO J1a je 0BO J00p0 HedUHUCAHO, jeITHOCTABHO Ce ITPOBEPABa, Ja OBAKO J1e(ODUHUCAHO
MHOXKeHbe UCIIYHhaBa ycaose Teopeme. [a 0u mokasaau no6py maepUHUCAHOCT, MIPETIOCTABUMO 2 je
[m] —[m/] = [m1] — [m}] xao u [n] —[n'] = [n1] — [n}]. To ummunupa ga nocroje enementu p,q € M
TakBu 1a je m+my +p=mi+m +pun+n)+q=ns+n +q Paaynamo cazna:

(m +m) + p) (n1 +n + q) =mny +mn’ + mq+miny +min’ + mig+pni +pn’ +pg  (3.1)
(m+my +p) (n+n] +q) =mn+mn] +mg+min+min] +mig+pn+pnf +pg  (32)
(m’ +mq + p) (n1 +n + q) =m/ny +m'n’ +m'q +miny +min’ +miqg+ pni +pn’ +pg (3.3)

(m’ + mq +p) (n +nj+ q) =m/n+mn| +m'q+min +min| +miq+pn+pn| +pg. (3.4
Tpeba ma mokazkemo ma je:
[mn 4+ m'n] — [m'n+mn'] = [ming + min] — [ming + min]]
OJTHOCHO JIa TIOCTOju eJieMeHT r € M TakaB Jia BayKu:
mn +m'n’ +ming +min] +r =ming + min| +m'n +mn’ +r.

CabupameM jeqHaAKOCTH @ u @ ca jejHe CTpPaHe U jeJTHAKOCTH @ u @ ca jipyre, 00ujaMo 100py
JedrHICAHOCT MHOXKEHbA. O

ITo mperxo/uoj Teopemu, yroauko je M Abesnos nosyupceren, taga je G (M) komyraruBas mp-
creH ca jeauaunioM. Jeauauna je [1] rae je 1 jenuauna y M. Ykoauko je f : M — N xomomopduzam
nosynperena, taga je f : G (M) — G (N) xomoMopdu3am IpCTeHa ca jeIMHIIOM. 3ancTa, YKOIMKO
je x = [m] — [m/], y = [n] — [n'] Tama nmamo:

]
mn +m/'n']) —f([mn —&-mn})
) ]

m) f(n) + f (m") £ (0')] = [f (m) f (0') + f (m) £ (n)]

Crora MoxkeMo 11 (hOPMYJIUIIEMO HAPEIHY TEOPEMY.
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TEOPEMA 3.6. I'pomendurosa koncmpyryuja ocmsapyje Gyrkmop us xamezopuje Abesosux no-
AYNPCMEHE U TOMOMOPPHUIAMA USMEDY 1DUT Y KAME20PUJY KOMYMAMUBHUL NPCMENG A JeQUHULOM
U TOMOMOPPU3aMA USMEDY HHUT.

Ykomuko cy My, My AbGenosu moaynpcerenu, taga je My X Ms #a npupoman HaunH A6eos
MOJIYIIPCTEH KOjU HA3WBaMO Ipou3Boj, nosaynpcrena M, My npu demy cy mpupomHe IpOjeKIiiuje
m o My X My — My u e : My X My — My xomomopduamu mnosynpcrena. [lokaxkumo caza
CBOjCTBO MpOAYyKTHOMIHOCTU ['pOoTEeHIMKOBOT (DYHKTOPA.

TEOPEMA 3.7. Vkoauxo cy My, My Abesosu nosynpemenu, mada 6asricu u3omophusam
G (My x M) =2 G (M) x G (Ma)
KOMYMAMUSHUL NPCMEHE CQ JeOUHUUOM.

Jloxas. Tlocmarpamo uHmykoBane xoMoMopdusMe npupoanux mpojexiuja (m1), @ G (M x Ma) —
G (M), (m2), : G(M; x Ma) — G (Mz) nmomohy kojux jgobujamo xoMoMopdu3aM KOMYTaTHBHUX
IIPCTEHA Ca je TUHUIIOM

F = (71—1)* X (71'2)* : Q(Ml X Mg) —>Q(M1) Xg(MQ).

7 TTOKAXKUMO Ja je n3omopduzam. [lokaxkumo Hajupe ma je cypjexnmja. 3a TO je JOBOJLHO MOKA3aTH
na cy remeparopu ([mi],[ms]) € G(My) x G(Ms) y coumu. Saucra, 3a my € My, my € My u3
neduHUIT]e WHIYKOBAHOI XOMOMOP(U3MA CJIEH 113 je

F ([(m1,m2)]) = ([(m1) (m1,m2)], [(m2) (m1,m2)]) = ([mu], [m2])

mTo nokazyje cypjektuBaocT. [lokaxkumo jorr J1a je mHjeKiuja. IIpermocraBumo crora jia je
F ([(m1,m2)] = [(n1,n2)]) = 0

omuocuo ([m1], [ma]) = ([n1], [n2]). Crenu ma je [mi] = [n1] kao u [ma] = [ng] ma mocroje exemenTu
ly € My,lo € My takBu na je ny + 1y = my 4+ 1 u ng + Iy = mo + lo. Taga je (ml,mg) + (ll,lg) =
(n1,n2) + (I1,1l2) mro nokazyje na je [(mi, m2)] = [(n1,n2)] 1 KoMmIeTHpa moKa3. O

Hasemumo cama nBa MHTepecaHTHA IIPUMeEpA.

ITpumep 3.3. Heka je X ronosomku npocrop. Ckyn Henpeknauaux dyuximja [X, N] uz ckyna X y
cKyT pupoaaux 6pojesa N Ha KojeM TocMaTpaMo JUCKPETHY TOTOJIOTH]y jecte ABestoB moIynpeTen
rIe cy cabuparbe U MHOXKEHe Ne(PUHUCAHN TadKa 10 TadKa. | POTEHIMKOBOM KOHCTPYKITHjOM T00u-
jamo mpcren [X,Z| rae u va Z nocMaTpaMo JUCKPETHY TOMOJIOTHjy JOK Cy orepanuje JeduHucaHe
Tadka [0 Tadka. YKOJIMKO je npocrop X KommakTas, Taja je [X,Z] caobonna A6esosa rpymna. 3a-
MCTa, MOIITO Ha 7 TIOCMATPAMO JUCKPETHY TOIOJIOTH]Y, HenpekuaHe dyuknuje X — Z cy JOKAJJIHO
KOHCTaHTHe (PYHKIHje, a ako je X KOMIAKTaH, TO OHE Yy3MMAajy KOHAYHO MHOTO BPEIHOCTHU OJTHO-
cuo [X,Z] je moarpyna ciaobomue AbesoBe rpyme orpanndenux dyukinuja uz X y Z ma je ciaoboaHa
AbesoBa rpyma. [J

IIpumep 3.4. Heka je G konauna rpyma. G-ckyn je ckyn X Ha koju rpymna GG gejeryje. 3a g € G,
x € X mmcahiemo g - x 3a pesynrar nejcrBa. Takobe, 3a G-ckyn X hemo pehinm ma je Tpansutusan
ako je mejcrso rpyne G Ha wemy TpausuTuBHO. Ako cy X,Y G-ckynosu, dyukmuja f: X — Y je
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G-pynruyuja yrkomuko 3a g € G,x € X Baxu f(g-x) = g- f (z). Usomopduzam G-ckynosa X u Y
je G-dyurmmja f : X — Y koja je bujekiuja unju je uapep3 G-yHKIHT]A.

Heka je M ckyn kiaca ndomopdrocTr KoHagHUX (G-CKyToBa. Ha meMy mocMarpamo omepariyjy
JINCJYHKTHE YHU]je, Ca MPUPOIHO AedpuHucaHuM jejcrBoM rpyrne Gy ojHocy Ha Kojy je M AbGesos
MOHOW/JI, Ca HeyTpaJioM KOji YMHM KJiaca ImpasHor ckyma. Heka je X jeman G-ckym. U3 teopuje
rpyla 3HAMO Jia je Tajga cKynm X jeIMHCTBEHA JUCjyHKTHA YHUja OpOUTa JejcTBa OJIHOCHO

X =0, U...UQ,.

JejcTBO Ha opbuTaMa je TPAH3UTUBHO W JIO/ATHO, 338 opOuTy ejemenTta x € X, merosa opbura {1,
je y npupozHoj 6ujekimju ca CKyIoM Kocera merosor crabuiusaropa G/Y,. Ckyn G /X, npupoaso
noctaje G-CKyn ca JiejCTBOM

g-hX, = ghd,.

Tana npecaukasamwe [ : Q, — G/, oapebheno ca f(g-x) = gX, jecre jenan nzomopduzam G-
ckynosa. Ilomrro 3mamo 1a je 6ujexmuja ca musepsoM f 1 (¢¥,) = g-z, mokaxumo jom aa cy f, f
G-dpyurmyje. 3a g, h € G Baxu

flg-(h-2))=f(gh-x)=gh¥, =g -(hE:) =g- f(h-x)
JIOK je ca Jpyre cTpaHe
f_l(g-hzm):f_l(ghzx):(gh~x)=g-(h'$):g-f_l(hzx).

Mounoun M uzomopdan je monouay N ca cTangapaHOM OIEpaIjoM cabuparba rie je ¢ Opoj KJaca
n3omMopdHOCcTH TpaH3uTuBHUX G-cKymnoBa. OBaj Opoj je KOHAYaH jep CBaKa Kjaca CAJpPKU IIPejl-
craBauKa obsmka G/H tne je H nonrpyna rpymne GG, na momro je rpyna G KoHadHA, TO je U 6poj
IbbCHUX IIOArPpylla KOHAYaH.

Ba e moarpyne Hy, Hy rpyne G Baxu ja je G/H; G-uzomopdan ca G/Hy ako n caMo ako
cy rpyne Hi, Hy meljycobuo konjyrosane. Heka je npso f : G/H; — G/Hy jenan uzomopduszam
G-ckynosa. Ou je jenuucrseno oapehen Bpennomnthy goHa = f (eHy) jep je

f(gH1) = f(geH1) = gf (eH1).

Hheroso WHBEP3HO TIpec/ImKaBambe Mopa Taja 6utn 3a1ato ca f 1 (gHs) = 990 LH,. Tlokaxumo na
eJIeMeHT ¢, 1 konjyryje moarpyne H; u Hy OZHOCHO ja BazKm 9o 'Higo = Hs. 3a h € H umamo
jeTHAKOCT KOCeTa go_thl = go_lHl mna je

f (95 hHY) = g *hf (eH1) = gy thgoHa

JOK je ca ,H,pyl‘e CTpaHe
f (95 Hy) = g ' f (eH1) = gy 'goHz = H

mma 1moImro je f OujeKkImja TO MOpa BarKUTHU gglhgng = Hy omHOCHO go_lhgo € H, mTo mokazyje
UHKILY3H]Y ¢o YH, gy C Hs. IIpumeHOM aHAIOTHOT apryMeHTa Ha IpEeCInKaBame f | 1001jaMo uH-
Kysujy goHagy L' C H; ommocio Hy C 90 1H, gy mrro mokasyje u apyry mHKIy3ujy. YKOJIMKO Cy MOJI-
rpyie Hy, Hy KoHjyroBame eJIEeMEHTOM (g OJHOCHO BazKu gOngal = Hy, ranaje f: G/Hy — G/Hs
zagaro ca f (gH1) = ggoH2 mzomopduzam G-cKymoBa MmITO ce HemocpeaHo mposepasa. Crenn 1a je
¢ 6poj KJtaca KOHjyroBaHUX HOArpyna rpyme G.
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Ha ckymy M moxkeMo mocMmarpary U onepanujy JlekaproBor npousBoia, Koju ra cHabaesa AGe-
JIOBUM TIOJIYIIPCTEHOM, TP Y€MYy HEyTpaJl OJroBapa Kjacu jeaHodunanor G-ckymna. [ poTeHMKOBO
komIuteTupame Abenosor mosynperena M osmadaBamo ca A (G) u HazuBamo Bepncajdos npemen
rpyne G. [J

Heka je G xomauna rpyna, M (G) AGenos moaynpcren kijaca m3oMopdHOCTH KoHauHuX G-
ckynosa u H noarpyna rpyne G. Ilpeciukasamwe M (G) — Z 3amaro ca [X] — !X H ! rjie je }X H }
KapIUHAJHOCT (PUKCHOT CKYTIa

X? —{reX|(VheH)(h-z=2x)}

je mobpo nedunucan xomomopduzaM AGeI0BUX MOJIYIPCTEHA, 1A U3 YHUBEP3AJIHOCTH | poTeHauKko-
Be KOHCTPYKIIUj€ IIOCTOj! jeIMHCTBEHN XOMOMOP(U3aM KOMYyTATUBHAX IIPCTEHA CA jeIMHUIIOM KOjU
hemo o3HaunTH ca
xug:AG) = 7Z

onpeben ca xp ([X]) = ‘X 2 ‘ Heka cy cama Hi,..., H. moarpymne mpeacTaBHAIM (CBUX) Kjaca
KOHjyroBanux noarpyna rpymna G. Ore taga oapehyjy xomomopduzam KOMyTATUBHUX IIPCTEHA €A
JETUHUTIOM

X=X X-..XxH,:AG)—Z°
Koju HazuBaMo Beprcajdos wapaxmep rpyte G.

TEOPEMA 3.8. Xomomoppuzam x : A(G) — Z° je monomoppusam u undykyje uzomoppusam
A(G) 2z Q=Q".
Jlokas. Hexa je z € A(G) pasmraut ox nyne. ITo npumepy B.4 on je obimka
r=apy, [G/Hi|+ ... +an, [G/H]
3a jeJJMHCTBeHe Iiesie Opojese ay,, . .., apy,. Ilocmarpajmo caga dukcHr cKym

(G/HZ)HJ = {gHi € G/Hl | (Vh € Hj) (thi = gHz)} = {gHi S G/HZ ‘ (Vh € Hj) (g_lhg € Hl)} .

Cumemnn na ako gH; € (G/HZ-)HJ' BaXKH g_lng C H;. IlomTo je 1Mo HPeTIOCTABIU & PA3IUIUT
0/ HyJle, TO IIOCTOjU MAaKCHMAaJIHA y OJHOCY Ha MHKJy3ujy noirpymna H;, rpyne G Ttaksa ja je
am;, = 0 u By mocMaTpaMo Kao oJropapajyher npejctaBHUKa CBoje KJjiace KoHjyroBanoctu. Ilommro
KOHjyroBame NOArpyIe Jajy UCTy Kap/uHamHocT GUKCHOT cKyma, To je am,XH,, (G/H;) = 0 3a cBe
i pa3juyuTe Of] {p. 3aucTa, aKo TO HHje ciydaj, ouga je ag, 7 0. Ca apyre crpahe, HOIITO je
tana u xu,, (G/H;) # 0 o mo nperxomom nocroju g € G Takas 1a je gH;,g~! C H;. Tana je
H;, C ¢ 'H;g na momTo je ap; = Gg-1p,4 TO jé KOHTPaJMKIMja ca MakcuMasHomhy rpyne Hj,.
Crora je

XH;, (x) = QH XHj, (G/Hl) ot AH:XH;, (G/HC) = QH;, X Hy, (G/HO) 7& 0

jep yBek eH;, € (G/ HiO)HiO. To nokazyje na Bepucajmnos kapakrep jecre moHomopdusam. [lormro
je Q paBan Z-momyin, To TeHzopucameM ca Q mobujamo mujerknujy Q-mpocropa

X:A(G)®zQ—Q°
onpebheny ca
X(@©q) = xm ()¢ xm () q) -
[omro je A (G) nzomopdan crasmapHOM JUPEKTHOM IPOU3BoLy Z° 1o je mumensuja Q-mpocropa
A(G) ®7 Q jennaka ¢ omakiie ciaeau jaa je X usoMopdusam. O
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I'maBa 4

Aaredbapcka K-Teopuja nmpcreHna

Ca R he Ham GuTn O3HAYEH KOMyTaTHBAH [IPCTEH Ca jEJMHUIIOM, U MOJLYJIA KOje HOCMAaTPaMO
6uhe seBu R-mMomysnm 0K He HaryacuMmo apyraduje. CTangapHa JUTepaTypa 3a H3Jaraibe y 0BOj
riasu jecy xmwure 2], (7], [9], [14].

4.1 TI'poreHamkoBa rpymna mpcreHa

Ba npcren R, ca P (R) o3HauaBaMo CKyIl KJIaca M30MOPMHOCTU KOHAYHO T€HEPUCAHUX IIPOjEK-
tuBHUX R-Momyna. Kaga Ha meMy mocMaTpamMo JUPEKTHY cyMy @ Kao omepanyjy, rooujamo Abesios
MOHOW/I, Ca HEYTPAJHUM €JIEMEHTOM KOjU OJroBapa Kjacu TpuBujasHor moayia 0. I'pomendurosa
epyna upcrena R y osnamum Ko (R) jecre I'porenmukoBa rpyna A6esosor mononiga P (R). Ckyn
P (R) jecre u AGesOB MOJIyNIPCTEH, [/Ie MHOXKEHE yBOAMMO TTOMOlly TeH30pCKOr mpou3Boja ca

[Pl®[Q] = [P®rQ].

Osgze [P] o3navaBa KJacy n3oMOp(hHOCTH KOHAYHO MeHEePUCAHOT mpojeKTuBHOr Mojysia P. Ha ocHoBy
pesynrara u3 nperxojne riase, Ko (R) je komyrarusan npcren ca jenuaunoM. Unax, rosopuhiemo o
rpymu Ko (R) umajyhu y Bujy Jia mMa NPUPOJIHY CTPYKTYPY KOMYTATUBHOL IPCTEHA €A JeINHUIIOM.

TEOPEMA 4.1. Jlodewusarwe R — Kg(R) ocmsapyje ynkmop us Kamezopuje KomMymamusHux
npemena ca jeQUHUYOM Y Kamezopujy KoMYMamueHUT npcmena ca jeduruyom. Axo nocmampamo
camo adumueny cmpykmypy epyne Ko (R), dobujamo ¢ynkmop u3 kamezopuje KoMYymMamueHux
npcmena ca jedununom y xamezopujy Abesosux 2pyna.

Jloxas. Honemusame R — Ky (R) jecre KOMIIO3UIMja T0/1€/bUBAA
R+— P (R)— Ky (R).

Hpyra monena je I'poreHaukoB (GpyHKTOD W3 MPETXO/HE TJIaBe, I1a OCTaje jOIl Ja Ce YBEPUMO Y
dyHKTOpHjasHOCT TIpBe jofese. Heka je crora f : R — S xomomopdusam rnpcrena. [puapyxyjemo
npeciukasame fy 1 P (R) = P (S) nedunucano ca

fy (IM]) = [M ®g S].

Omno je mobpo nedurmcano, omaocHo ako je M = N rtama je M Qg S & N ®p S usomopdnzam
S-momyna (Buzern [5]). Ha je fy xomomopdusam AbesoBHX HOJMyIpCTeHa BHIUMO u3 ciemehmx
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nzomopduzama S-mosyia, riae cy P u Q R-monynu (Bugeru [5])
(M&N)@rS=(M®rS)® (N®grbS)

(M @rN)®rS=(M®rS)®s (N®gS).

Axo je f: R — R umenTuaHu XoMOMOpMhU3aM, MPOIHUPEHE CKAJapa HaM Jiaje CTaHIapIHY CTPYK-
Typy R-mozyna na R. Crora je sa R-monyn M ucnymeno M ®@r R = M onaxie je (Idr)y = Idp(r).
Hexa je jomr g : S — T xomomopdmuszam rpcrena ca jeauuuiiom u M jeman R-momyn. Tama Baxku
(Buzern [B))

(ggo fe) (M) =gs(fs (M) =gs (M ®r S) = (M ®rS)®sT=M®rT

omHOCHO (g o f )Ii = gy o fy. axiye, u npso nmonebusame gedunnie GyHKTOP HHIYKOBAH IIPOIIAPE-
IbEM CKaJIapa, MITO KOMILJIETAPA JI0KA3. O

3a KoHauHO TeHepucan npojekrusa R-moxyn M, nucahemo [M] 3a oxrosapajyhu esement koju
mwerosa Kiaca mzomopduocru onpehyje y Ko (R). Heyrpan 3a muoxkeme y Ko (R) jecre kiaca
[R]. 3a xomomopdwuszam npcrena f : R — S unmykosanu xomoMopduszam ['poTeHInKOBUX rpyra
ozuauaBamo ca fy @ Ko (R) — Ky (S) a monekan paau jacuuje o3nake u ca Ko (f). Ou je onpehen
ca f ([M]) = [M ®pg S] 3a koHauHO reHepucaH npojeKTuBa R-momyn M.

VuBeprubusinu ejleMeHTH y OHOCY Ha MHOXKeme AbesoBor monouaa P (R) cy mo Teopemu @
TAYHO K/IAaCe HPOjeKTHBHUX MOJYJ/Ia KOju uMmajy kKoucrantad panr 1. ITomro je fy : P (R) — P (S5)
XOMOMOpPdU3aM MOHOHUJIA, TO Ce [P HheMy IpyTia MHBEPTUOUTHIX eJIeMeHaTa CJIMKA Y TPYILy UHBEP-
THOM/IHEX, OJHOCHO fj uHAyKyje xomomopduzam [ukaposux rpyna fy : Pic(R) — Pic(S). Taxo
3aKJbydyjeMo Jia Joje/buBaibe [IMKapoBe rpyme KOMyTaTHBHOM IIPCTEHY Ca jeJIMHUIIOM OCTBapyje
dYHKTOP M3 KATEroprje KOMyTATHBHUX MIPCTEHA Ca JeIMHUIIOM y Kareropujy A6ejoBux rpyma.

YBOIMMO caJia JiBe BarXKHE KJIACe MOJLyJIA.

Hedunurmja 4.1. Monymu M, N cy cmabusro u3omopdru YKOJIUKO TOCTOjU TPUPOIaH OPoj n
TakaB j1a je M @ R" = N & R™.

Hedunurmja 4.2. Moxyn M je cmabuato cr0600aH YKOJHUKO je CTADUIHO M30MOPMaH CJI000THOM
momysry R™.

W3 nedununmje KOHAYHO T€HEPUCAHOT IPOjEKTUBHOI MOJYJIA je jACHO J1a KOHAYHO N€HEPUCAHU
cA0600Hu Moy YnHe KodbuHaHu ogaMonouns Abesosor monousa P (R), rue je onepanuja 3a1ara
JupekTHOM cyMoM. CxomHO ToMe, Kopuctehin TeopeMy @ MOKEMO (DOPMYJIUCATH HAPEIHY TEOPEMY .

TEOPEMA 4.2. Basicu caedehe:

1) Ceaxu eaemenm y Ko (R) je obauka [M] — [R"] 3a xonauno eenepucan npojexmusar, mooya
M. Eaemenmu [M] — [R"] u [N] — [R™] cy jednaxu axo u camo axo nocmoju k makas da je
M@Rm+k ~ N@Rn+k.

2) [M] = [N] y Ko (R) axo u camo axo cy modyau M, N cmabuiro uzomoppru.

3) Mopgusam noaynpcmena N — Ko (R) xoju dodewyje n — [R"] undykyje monomoppusam
epyna Z — Ko (R).
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Mopdwuzam Z — Ky (R) y Teopemu @ jecre MmoHOMOpdU3aM 300T Teopeme E I'porenukoBa
rpyra je nedpuwHucaHa 3a MIPCTEHE Ca jeJUHUIIOM, KOju HEe MOpajy Outu kKomyTarusHu. ledbunuruja
je MIeHTHYHA HABEJEHO], Ca M3y3eTKOM Ja Taja Huje 100po AeduHrcaHO MHOXKeme onHocHO P (R)
Taja Huje nosynpered. JonarHo, mopduzam monousa N — P (R) taza He Mopa 6uTu UHjeKTUBAH.
3a upcren 3a koju je mopduszam N — P (R) mHjeKTHBaH KaykeMO Ja UCIyHaBa CBOJCTBO UHGA-
pujanmmuocmu 6aze (Bunern [14]). IIpumep cy mpcerenn Koju Jomymrajy XoMoMopdusam y Tejo.
Bugeru (2], [[7], [9], [14].

CnoboiHu MOJLyJIH TIPEJICTABI/bAjY jeTHOCTaBaH IIPUMED IIPOjeKTUBHUX MOJIYJIA, U jeJHO OJi OCHOB-
HUX IUTaba jecTe Ja JIU IPCTEH MMa jOII IIPOjEKTUBHUX MOJyJIa. Y BOJIMMO cTOra cieiehy rpymy:

Hedunurmja 4.3. Pedykosara I'pomendurosa epyna npcrena R jecTe KOIUIHUIKA I'PyIIa
Ko (R) = Ko (R) / {[R]).

Penykosana ['porenimkoBa rpyma HacTaje Tako MTO [ POTEHINKOBY I'PYITY ITOCEYEMO TI0 TIOAIPY-
I TEHEPUCAHO] CJI000IHUM MOJIYJIOM R OTHOCHO MOJATPYIIOM KOja je CJIMKa TOPHEr MOHOMOPuU3Ma,
7Z — Ky (R). Taga u3 nedunnimje mmamo Jia BazKu eKBUBaJICHIMja ciegehnx TBpherma:

1) Ko(R)=Z
2) Ko (R) =0
3) CBaku KOHAYHO IeHEPUCAH [POJeKTHBAH MOJLYJI je CTaDUIHO CJIOBO/IAH.

YKOJIMKO BayKM HEKO OJ] OBHX, & CAMUM THM M CBakKo oj oBux TBphema, K (R) je cimobomaa
IUKJIMYIHA rpyna ca redeparopoM [R]. To je UCIyeHO y CIenujasHoM CiIydajy ako Cy CBH KOHATHO
reHepucanu R-1IpojeKTUBHU MOJYJIN CJIODOIHU.

4.2 Ilpumepn

IIpumep 4.1. Ykomuko je R = F jeqno mosbe, CBU KOHAYHO T€HEPUCAHU MTPOjEKTUBHU MOIYJIH CY
cnobonuu ma je no nperxomguoM Ko (F) = Z. Oxpenumo maso 6imke oBaj nzomopdusam. [locma-
TpaMo (DYHKIH]Y TUMEH3HUje BEKTOPCKOL ITPOCTOPA

dim: P (F) - N

rae je dim ([V]) = dimp (V). Osa dyskiuja je usomopdusam nosynpcresa, na u3 HyHKTOPH]jali-
HocTu ['porenyimkose rpyne uuayKyje xomomopdusam npcerena Ko (F) — Z koju je uzomopduzam.
(]

ITpumep 4.2. Heka je npcren R jomen ca mosbem passiomaka F. Tana unkiysuja ¢ : R — F unmy-
kyje mopdusam iy : Ko (R) — Ko (F) koju kaja yKOMIIOHYjeMO ca U30MOPMU3MOM K3 IPETXOJHOT
npumepa gobujamo f : Ko (R) — Z onpeben ca

f([M]) = dimp (M @ F)
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3a KOHA4YHO reHepucaH npojekruBan momaysa M. Ilomro je f([R]) = 1 To je oBO mpeciaukaBarbe
enumopdu3aM Ia ce KPaTKu TavdaH HUA3

0 — ker(f) —— Ko(R) > 2 ——0

IIera OJHOCHO BaXKW M30MOpdU3aM
Ky (R) = ker (f) ® Z.

Y Towm cayuajy 3a jesrpo ker (f) rakobe kaxkemo sa je pejykoana I'porenankoBa rpyna jomena R
7 ¢ 003UPOM Ha TEOPEMY BaXKu J1ia je

ker (f) ={[M] = [N] € Ko (R) : p(M) = P(N)}

OJIHOCHO TIoCMaTpaMo hbopMaJsiHe Pa3JuKe KJiaca M30MOPGPHOCTA KOHAYHO MEHEPUCAHUX ITPOjEKTUB-
HHUX MOJIyJIa UCTOT panra. []

IIpumep 4.3. Ykonuko je R riaBHEH HOMeH, CBU KOHAYHO T€HEPUCAHU MPOjeKTUBHU R-MOIytn Cy
cs1060/1HM 11a je 1o uperxonHoM Ko (R) = 7. O3naunmo ca Q) 1mosbe pas3jioMaka jJoMeHa R u youumo
dbynxumjy

p:P(R)—N

nedunucany ca P ([P]) = dimg (M ®r Q) mro je tauno panr moayiaa P. Opa dyHKImja je u3o-
MopduzaM MOIyIpPCTeHa, na u3 GyHKTopujagHocTu ['poTeHInKOBe rpyre HHIyKYyje n30MOpdu3am
upcrena Ko (R) — Z. O

IIpumep 4.4. Ykonuko je R JOKaJHA IPCTEH, CBU KOHAYHO T€HEPUCAHU IIPOjeKTUBHU R-MOTyiH Cy
cs10601H1 112 je 110 nperxoaHoM Ko (R) =2 Z. O3naunMo ca m MaKCUMaJIHU ujieas y R u nocmarpajymo

dyxunujy
p:P(R)—N

nedurncany ca P ([P]) = dimp/m (P ®g R/m) mTo je panr momyma P. Opa dymkimja unaykyje
n3oMopdu3aM MOIYyIPCTeHa, a 13 MyHKTOPUjATHOCTH [ POTEHIMKOBE IPyIie HHIYKY]je n3oMopdu-
3am npcrena Ko (R) — Z. O

Hasomumo cajia cBOjCTBO IPOIyKTHOMIHOCTH I'pOTeHIMKOBe TpyIIe IpcTena, noMohy Koje hiemo
Mohin za je oxpeaumo Koz jomn Hekux nperena (Bugeru u [14], [10]). Hajupe nmokasyjemo npogykru-
ouHOCT pyHKTOpa P.

Jlema 4.1. Hexa cy Ry, Ro npcmenu u nexa je R = R X Ra wuxos dupexmuu npoussod. Tada je
P(R)=P(R)) x P (R2)
usomoppudam Abesosur noaynpcmena.

Zloxas. Ilocmarpamo mpupomme mnpojeknuje 1 @ R — Ry u m : R — Rs. Kana momuokHMO
nHyKoBaHe, (yHkTopoM P, xoMomopdusme AGesoBUX MOIYIPCTEHA T00UjAMO XOMOMOPQU3aM
AbestoBUX MOJIyIIpCTEHA

F = (m); x (m), : P(R) = P (Ry) x P (Ry)

54



3a KOjU KeJIMMO [1a ITOKaXkeMo Ja je oujeknuja. [Ipumerumo npso ma cy R, Ry konadHo renepuca-
HU npojeKTuBHU R-momynau (oapeljeHn npupogHuM Opojekiujama), U Ja je mBuxoBa R-Mojysicka
JupeKTHA cyMa 3amnpaBo Ry @ Re = R. Ilokaxumo umujekTuBHOCT mpeciukasama F. Heka je
F ([M;]) = F ([M3]) onuaocuo Bazke mzomopdusMu

My ®p Ry = My ®pr Ry
My ®r Ry = M Qg Ro.
IIpumenom gupekTHE cyme go0ujamMo
(M1 ®r R1) ® (M1 ®r R2) = My ®p (R1 @ Re) = M1 ®r R = M,
U IIOTIIYHO aHaAJIOTHO
(My ®p R1) @ (Ma ®p R2) = My ®p (R1 @ R2) = My ®r R = My

mTo nokazyje nga je My = M. IlocmarpajMo caja KOHAYHO reHepucane mpojekTuBan Ri-momyn My
u Ro-momysr Mo m noctaBumo M = My X My Koju uma npupojny cTpykTypy R-mofyia 3agary ca

(r1,72) (m1,me) = (r1mq, rams) .

My n My cy R-mojtynu ca CTPYKTYPOM MHJIYKOBAHOM IpojeKiujama, na je M = My X Mo = M1 ® Mo
jemna R-momyscka gupekTHa cyMa. Tamga mMamMo

M ®p Ry = (My & M) ®p R1 = (M; ®r R1) & (M2 ®r Ry) .

Homro je Mi®p Ry = My yxonuko noxkazxemo ja je Mi®p Ry = 0 1o he cnepurn (1), ([M]) = [Ma].
Youumo crora my € My u 19 € Ry. Taga umamo (y M; ®pg Ro)

mi) Qro = (1,7‘2) (m1 & 1) = ((1,0) + (0,7‘2)) (7711 ® 1) =0

IITO CMO U 2Kesieq Ja nokaxkemo. Hornyno je ananorno (m2)y ([M]) = [Ma] mro nokasyje cypjex-
TUBHOCT IIPEC/IMKaBamba F' 1 KOMILIeTHpa, JOKa3. O

TEOPEMA 4.3. Hexa cy Ry, Ry npcmenu u wexa je R = Ry X Ry 1ouxo6 dupexmmuu npoussoo.
Tada je
Ky (R) = Ky (Rl) x Ky (Rg)

U3OMOPPUIAM KOMYMATMUBHULT NPCMEHE CA JeOUHUUOM.

Jlokas. Tlo memu 1.1 Baxxn mzomopdusam AGenosux mosynperena P (Ry x Ry) & P (Ry) x P (Ry),
na 110 reopemu B.7 Bazke n30MOPMUIMI KOMYTATUBHIX IIPCTEHA €A €/ IMHIIOM

KO (Rl X RQ) = g (P (Rl X Rg)) = g (P (Rl)) X g (P (Rg)) = Ko (Rl) X KO (Rz)
IITO CMO M 2KeJIeJIN da ITOKazKEMO. D

Munyknujom, momohy mperxomgHe Teopeme, JaKo 100ujaMo KOHAYHY TpoayKTubminoct ['poren-
JUKOBE TPyIe, OTHOCHO akKo cy Ry, ..., R, KOMyTaTUBHU IIPCTEHU Ca& JeAMHUIIOM, TaJa je

KQ(RlX...XRk)EKQ(Rl)X...XKo(Rk)

I/ISOMOp(l)I/IBaM KOMYTaTUBHUX IIpCTEHa Ca je,ILI/IHI/ILLOM.
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ITpumep 4.5. Heka je R Aprunos npcren. [lo crpykrypHoj TeopeMn 0 ApTHHOBUM TPCTEHUMA,
(Bumern [1], [[7]), nupcren R ce pasmazke Ha JUpeKTaH IPOU3BOJL JIOKAJIHUX APTHHOBUX HPCTEHA
R2 Ry x ... x Ry,. Io nperxomnoj Teopemu, Taza je Ko (R) = ZF.

Vkomuko je R = Zy, upcren R je Aprunos. Ako je n = pi'...p,* dakropusaunuja na mpocre
dakTope, 0 KMHECKO] TEOPEMHU O OCTAIUMA j&

= X ... X
Loy, Zp? Zp;k

a KakKoO je 0BO JMPEKTHO pa3jlararbe Ha MPOU3BOJL JIOKATHUX HpcreHa, 1o je Ko (Zy) = ZF tne je k
Opoj pasIMIUTUX TPocTUX akTopa y dhaxropusaruju 6poja n. [

ITpumep 4.6. Heka je X = {1,...,n} konauan ckyn ox n eixemenara. [locrasumo R = P (X) npu
YeMy cabMparbe YBOJIMMO KaO0 CUMETPUYIHY Pa3JIMKy, a MHOXKEme Kao npecek. Hyma je mpazan cky.
JobujamMo KOMyTaTUBaH MPCTEH Ca jeJMHUIUOM, Koju je Bysos npcren. 3a enement A € R, ujean
rerepuca eaeMeHToM A ofrosapa mapTuTHBHOM CKyiy ckyna A ompocHo (A) = {B € R: B C A}.
Ipema npumepy [1.9, cBaxn xonauno remepucann npojekrupan R-Mosys1 uzoMopdaH je IMpeKTHO]
cymu rIaBHUX wjeasa. Youunmo A € R, osnaunmo A = {aj,...,ar} u nmokaxumo na mnocroju R-
MOJIYJICKH H30MOpdHu3aM

fi{A) = ({aa}) x ... x ({ar}).

Hednrumemo mpupoaHo
f(B)=(Bn{a},....,BN{a}).

Ogo je jeman R-xomoMopduszaMm, ma jga 6u 6mo m3oMopdu3aM MOKAKUMO jOII J1a, je MOHOMOP(hU-
3aM, IITO je JOBOJbHO jep Cy JOMEH M KOJIOMEH KOHAYHHM CKYIIOBM Ca MCTUM OpOjeM ejeMeHara.
ITpernocrasumo crora ja je f (B) = 0 ogHOCHO BaxKu

Bn{a}=0,...,Bn{a} = 0.

IMomro je B € A ={ay,...,ax} u a1,...,ax ¢ B 10 Mmopa 6utn B = () omrocao B = 0y (A).
OszuauuMo cajia ujeasie

Ju=({1}),....Jn = ({n}).

IIperxomne unmeHUIle HAM J1ajy 2 je CBAKM KOHAYHO Te€HepUCaH MpojeKTuBaH R-momyn M u3oMop-
daH JUPEKTHOj CyMu
Jie.. ek

IIpH YeMy OBJie O3HaKa J" O3HAYABA IUPEKTHY CyMy Heasa J, ca caMum cobom I, myTa. ITokaxkumo
caza jomr ga cy bpojesu ly, ..., 1, jemnacTBeHO Ompehenu.

Heka cy i,j € X pasnmuuntu. Tazga je jenuan R-xomomopdmzam f: ({i}) — ({j}) nymna. Baucra,
ako f uuje myma, to je f ({i}) = {j}. Meljyrum, nomro je f R-iuneapHo, To Mopa 6utn

fFHiyn{e}) = {ip s}
mro muje moryhe jep je {i} N {j} = 0 nox je f ({i}) = {j}. Amanorno, cBu mopbusmu J — Jit
MOpajy butu Hysna jep Cy KOOPIUHATHU MOP(MU3MU HYJIA.
IIpermocTaBuMO KOHAYHO Aa mMaMO m3oMopduzam R-momyita

f2Jre. e s The. . eJk
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. ; kj .
3ai € A, cBu sz — Jfl G...0J - Jfl O...0Jn o J;? cy nyna 3a i # j IO NPETXOIHOM,
r7e je IpBU XOMOMOPMU3aM MHKJIy3Wja & Mocjeamn npojeknnja. CxoaHo Tome, xoMmoMopdusam f

je ompehen xomomopdusMuMa
I k ! k
Jit = I T = I

Koju Mopajy outu uzomopdusmu jep je f mzomopduzam. CxoaHO TOME, BaXKu
h=ki,....ln = kn.

Konauno moxkeMo 3ak/byanTu Ja je
P(R) = {[Jﬂ ®...0 [J]j"] sk eN} S\

oxpeheH ca
[Jﬂ ®...0 [J,’;n} s (k1 k)

uzomopdusam monoua. [locienuano, I'porenaukosa rpyna npcrena R je Ko (R) = Z™.

Hamomenumo na cMo 10 pesynarara moryu gohu n kopucrehn dumbenuily 1a je KoHa9aH TPCTeH
Aprunos. Y ciayuajy Bynosor npcrena R = P {1, ..., n} pasiarame Ha IPOU3BOJL JIOKATHUX IPCTEHA
je rauno R = P ({1}) x ... x P ({n}) na je mo reopemnu [£.d ropmu usomopdusam Ky (R) = Z" u
nzoMopdu3aM KOMyTATUBHHUX IPCTEHA Ca jeJuHUIOM. [

IIpumep 4.7. Mako cMO ce 0BJie OTPAHUYUIN HA CIy4aj KOMYTATUBHUX IPCTEHA, HABOJIUMO jeIaH
HekoMmyTaTuBaH npumep. Heka je G konauna rpyna. [Tocmarpamo weny R = C[G] epynny anzebpy
HaJI T0JheM KOMIIJIEKCHUX OpojeBa. MoxkeMo y3eTu u OUJIo Koje JIPyro, ajredapcku 3aTBOPEHO M0Jbe
KapakTepucTuke Hysja. KOHAYHO TeHepuCcaHu MOIY/IN HAJ MPCTeHOM R onroBapajy KOHAYHUM KOM-
IUIEKCHUM penpe3enTaiinjama rpyme G. Ilo mpumepy @, cBu R-Monynu cy npojektuau. 113 Teopuje
perpe3eHTaIrja 3HAMO JIa je CBaKa KOHAYHa KOMILIEKCHA pernpeseHTarnuja rpymne G msoMopdHa je-
JIMHCTBEHO] JIUPEKTHOj CyMH MPeLyIuOUIHNX perpe3enTanyja. JomgarHo, 6poj Kiraca n30MOPQGHOCTH
KOHAUHNX UPEAYITUONTHUX PEIIPE3eHTAIIN]a je KOHAYAH U jeTHAK je Opojy r Kjaaca KOHjyTallyje Tpyre
G. Ako ozrauumo ca Vi, ..., V, HeusoMmopdHe npeayuduIHe pelpe3eHTalnje, UMaMo J1a, je

PR)={|[V{"|®..0[VF]| k... ken}.

Cxozuo Tome agurusau n3omopdusam P (R) — N onpeben ca [Vlkl} S...o VI = (k.. k)

nHayKyje nzomopduszam Abenosux rpyna Ko (R) = Z". Y ommrem ciaydajy, 0BO HUje ndomMopdusam
IpCcTeHa. 3a JieTajbe 0 TEOPHjH pelpe3eHTannja KoHadHuxX rpyna sujgeru [b|. O

VYkaxkuMmo caja Ha HekKe Moryhe peykiidje Koje OJIaKIIaBajy padyHame ['poTeHaukoBe rpyie
IIpCTEeHA.

Hexka je I mmamnorentan uigean npcrera R. Tlocmarpamo npupomny npojekiujy m : R — R/1
KOja MHIYKYje XOMOMOpPGU3aM MOJYIIPCTEHA,

my: P(R) = P (R/I)

koju je nedunucan ca my ([M]) = [M/IM]. IlomTo je I HUIIOTEHTaH, OH je CaJpKaH y HHUJIDPA/IU-
KaJry npcrena R ma je jeman pamukajicku uieas. Crora je mo TeopeMu E T4 MHJEKTUBHO TIPEC/IH-
KaBame JOK je II0 TeopeMu E Ty CypPjeKTHUBHO IpeciuKasame. Jlaxye, my je Taga uzomopdusam
ITOJIYIIPCTEHA, 1A NIPOjeKIMja T UHAYKYje nsomopduszam ['poTeHMKOBUX rpyna

Ty - KO (R) —)KO (R/I)
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Yxkomuko je npctern R Herepun, Tama je meros HUIpaAIUKAI HIJIMOTEHTAH HJIeasl IpeMa IPUMeEPY
na cieneha TeopeMa BaXKu JIUPEKTHO.

TEOPEMA 4.4. Hexa je npcmen R Hemepun. Tada npojexuuja m : R — R/N (R) undykyje
usomopgpudam my : Ko (R) — Ko (R/N (R)).

ITpumep 4.8. Ilocmarpajmo nonoBo nperer Z, = Z/nZ. Heka je n = pi'...p," dakropusammja
Ha npocte. Kitaca ocrarka [m] je HUWINOTEHTaH eJleMEHT aKo U caMo ako je m” € nZ 3a Heku r > 1
OJTHOCHO aKo 1 camo ako n | m”. Taga caku nmpoct dbaxTop o 1 Jgesu m’ ma caMuM TUM JIeJIH U 1.
Crora mpousBoz p; . . . pg gesau 6poj m. VI o6pHyTO, aKo p1 . ..pg | m raga momro n | (py...pg) """
ciemu ga n | m™ Tk onaksie 3aKJbydyjeMo Ja je HUiIpaauKas npcrena Z/nZ unean pi ... pgl/nZ.
Crora je

In|N (Zy) = Z]py ... pp L Z 2/ Z X ... X L]ppZ

T7e TTOCJIEIbI N30MOPMU3aM CIeIn N3 KUHEeCKe Teopeme o ocranuma. CXOIHO ToMe, TOMITO je Zy,
Herepun npcren, mo reopemu @ BaXXW JIa je

KO (Zn) = K() (Zpl X ... X Zpk)
mTo je nio reopenmn k.3 msomopdmo ca Ko (Zp,) X ... X Ko (Zy,) = ZF jep cy Zy,, . . ., Zp, noma. O
VBeaumo cajia joinn jeHy KJacy MOJysa, Koja ce nojasibyje y [14].

Hedunurimja 4.4. Heka je R npcren. Moy M wan npcreroMm R je caobodar no Komnonenmama
YKOJIUKO TIOCTOju pagiarambe R = Ry X ... X Ry Ha JUpeKTaH TPOU3BOJI MPCTEHA TAKAB Ja BAXKN
M = R x ... x R* 3a neke ny,...,ny > 0.

Osznaunmo ca [Spec (R) , N] ckyn Henrpekutaux OyHKIMja U3 CIIEKTpa npcreHa R ca Tonosorujom
Bapuckor mpu 4eMy Ha CKyIly IpEpOIHUX Opojea N mocMaTrpaMo AUCKPETHY TOIOJIOTH]y. 3a JI0Ka3
Hapejae Teopeme noraegary 1), [10] u [14].

TEOPEMA 4.5. Heka je R xomymamusan npemen ca jeduruyom. Yroauko je f : Spec (R) — Z
Henpexudna Gyrryuja, mada yrryuja f yauma KOHGUHO MHO20 8PEJHOCTU N, . . . , T U NOCTMOJU
pasaazarbe npemena R na dupexman npouseod npecmena R = Ry X ... X R npu wemy je unsep3na
cauka f= ({n;}) y npupodnoj 6ujexyuju ca Spec (R;) sa ceei=1,...,k.

Haxkie, cBaka HenpekuaHa (QyHKIHja U3 CIEKTpa npcrena R y npcren rnenux 7 wHAyKyje pa-
3y1arame nmpcreHa R Ha qupeKTaH mpou3Boi nperena R = Ry X ... X R Kao u pasjarame CIeKTpa
Ha JIMCjYHKTHY VHU]Yy CKYyTIOBa KOjU OJIFOBapajy ClieKTpuMa npcrera Ry, ..., R.

IIpumep 4.9. Heka je R upcren nu M xoHauHO reHepucaH npojektuBaH R-momyn. Kao mro cmo
BUJEJU y TEOPEMHU , PaHT KOHAYHO TEHEPUCAHOT MPOjEKTUBHOT R-MOIyJa je eJleMeHT CKyTa
[Spec (R) ,N] ma mo mperxo/HOj TeopeMu MHJyKyje pasjarame npcreHa R Ha JTUPEKTaH ITPOM3BO/T
npcrera Ry X ... X Ry npu demy je cuekrap Spec (R) aucjyHkTHa yHUja crekrapa Spec (R;) 3a
i=1,...,k. ITo Teopemu @ 3acBei = 1,...,k MOCTOju KOHAYHO T€HEPUCAH POJEKTUBAH F;-MOTyJT
M; takas nma je M = My x ... M. I3 Teopeme @ Baxku nsoMopduzam R;-monyia M ®r R; = M;
7 IeTrOB PAHT je KOHCTaHTaH, 33 cBe ¢ = 1,..., k. [J

IIperxoman mpuMep ykKa3yje Ha TO Ja je 9eCTO JOBOJbHA PECTPUKIMja Ha KOHAYHO I'eHEepHca-
He NIPOjeKTUBHE MO/IyJle KOHCTaHTHOr paHnra. ITokakumo cama na ce cio60IHM 1O KOMIIOHEHTAMA
MOJIYJIU TIPCTEHA J100Mjajy TA4HO O HENPEeKUHNX (PYHKIHja U3 CIEKTPA Ca BPEIHOCTUMA y CKYILY
upupoHux 6pojesa (Bugern u [14]).
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TEOPEMA 4.6. Hexa je R npcmen. Tada je cxyn [Spec (R),N| y 6ujexuyuju ca caobodnum no
Komnornenmama R-modysuma.

Jloxas. Ykonuko je 3ajara nenpekuana dyukmmja f € [Spec (R),N], mo reopemun @ OHA, y3HMa,
KOHAYHO MHOT'O BPEIHOCTH M1, ...,N; € N 1 HHAyKyje paziarame Ha IUPEKTAH IPOU3BOJ IPCTEHA
R =Ry X ... X Ry. ®yuknuja f tako medunuiie cob01aH M0 KOMIOHEHTaMa, R-MOTyJT

RN = R x ... x R}™.

Ca zpyre crpaHe, HEKa je 3a1aTo pasjarame R = Ry X ... X Ry Ha qupeKkTaH IpPOU3BOJ, IPCTEHA U
c10601aH 110 KoMmioneHTaMa Moy M = Ri" x ... x R}*. OH je KOHAYHO T€HEPHCAH IIPOjeKTHBAH
R-monysn jep je 3a n = max{ny,...,ni} u mogyn N = RY™™ x ... x R~ ucnymeno M &
N = R"™. Cxomuo TOoMe 700po je meduHncana meroa (GyHKIHja panra Oy KOja je eJeMeHT CKyTa
[Spec (R) ,N]. Cuekrap Spec (R) je mucjyHkTHa yHuja nojgckynosa Ajp, ..., Ap upu uemy je A; y
npupo/Hoj 6ujexrmju ca Spec (R;) u Ha A; dyHKuumja panra moayna M y3uma KOHCTAHTHY BPEJIHOCT
n; 3acee ¢ = 1,..., k. To kommierupa j1o0ka3. 0

Heka je cama R ¢pon Hojman perynapan npcres. ¥y npumepy @ CMO BHJIEJIU 1A j€ CBAKH KOHATHO
reHEpPUCAH MPOjeKTuBaH R-Momyn m3omopdaH CyMH KOHAYHO MHOI'O WJIeasa, OJf KOjUX jeé CBaKu
reHepUCaH UIEMIIOTeHTHUM ejeMenToM. CTora je HapeIHa JieMa OJl 3HAYAja.

Jlema 4.2. Hexa je R mpcmen u mexa cy €i,...,e; € R udemnomenmmnu esemenmu. Tada je
R-modys M = (e1) & ... (eg) caobodar no Komnonermama.

/loxas. J1oBOJbHO je MOKa3aTu 3a JUPEKTHY CyMy JIBa Hjieaja IeHEPUCAHUM HJIEMIIOTEHTHUM eJjie-
MEHTHUMA, jep OIIITH CIy9aj jeJHOCTABHO CJIeIW WHIYKIIMjoM 1o Opojy cabupaka k. Heka cy crora
e, f € R nnemnorentru. [lonazumo on paznarama npereHa R Ha IUPEKTAH TPOU3BOJL MPCTEHA

R=Rex R(1—e)

rae je Re = (e) amu cMo ra caja o3Hadmiu ca Re jep ra mocMarpamo Kao IPCTEH Ca jeJIHHUIIOM
e. Iomro cy enementn e, f € R unemnorentan 10 je u (1 —e) f € R(1 — e) unemnorenran ma
HHIYKYyje pa3jarame Ha JUPEKTaH IIPOU3BOJ, IPCTEHA

R(1—e)=2R(1—e)fxR(1—e)(1-f).

Ca mpyre crpane, momTo je ef maemmnorenTadn u 'y Re m y Rf To OoH mHAyKyje pasjaratmba Ha
JIMPEKTHE TIPOU3BOJIE IPCTEHA

Re>~ Ref xR(1— f)e
Rf=Refx R(1—e¢) .
Crenujasno, go6ujamMo pasjarame Ha JUPEKTAH IPOU3BOJL IPCTEHA
R>RefxR(1—e)fx R(1—flex R(1—e)(1—f).

Osnaunmo caga upcrene Ry = Ref, Ro = R(1—f)e, Rs=R(l—e)fu Ry =R(1—e)(1— f).
Tana je R= Ry X Ro X R3 X Ry xaou M = R% X R X R3 mrro moka3syje na je M 1mo KoMIoHeHTaMa
cj10001aH ¥ KOMILJIETHUPA I0KAa3. O

Casa moxxeMmo Jjrokazaru caenehy reopemy (Bumeru u [[14]).
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TEOPEMA 4.7. Heka je R ¢pon Hojman pezyaaparn npemen. Tada je Ko (R) = [Spec (R) ,Z].

Zloxasz. Y upumepy @ CMO BHUJIEJIW 13, je KOHAYHO IeHEePUCAH HpojekTuBaH R-Momysn m3omopdan
cymu uneana (e;) @ ... d (ex) vme cy ey,..., e, ugemnorentau. Crora je mo jgemu @ R-monmyn
M cnobogan 1o kommorenTama 1a je 1o reopemu 1.4 P (R) y 6ujexuuju ca [Spec (R),N]. ITomro
je Ta 6ujeknmja P (R) — [Spec (R),N] nedunucana dbyHKImMjoM paHra, mo TeopeMu OHA je
n3zoMopduzam Abesopux moaynpcerera. CXOIHO TOMe, Ha OCHOBY IIPUMEPa, @ cienu na je Ko (R) =
[Spec (R) ,Z] mro cMO ¥ KeJIen Jia HOKaXKeMO. O

Haxkute, I'porenmukoBa rpyna ¢pon Hojman perymapsor npcrera R je cioboana AbenoBa rpyma
HaJl leroBuM crieKTpoM. Vckopuctuhemo cafga To 1a moKaxkeMo Ja ['poTenimkoBa rpyma y OmImTeM
cJlydajy He KOMyTHUpa ca OECKOHAYHUM JIMPEKTHUM TIpou3BojioM (Bujeru u [14)]).

IIpumep 4.10. Heka je [F moswe. IIpebpojusu mupekTHu npon3sBox R = Hi>0 F je doun Hojman pery-
JIapaH IIPCTEH IPeMa IPUMepY E ITo Teopemu @ mwerosa ['porenukosa rpyna jecre [Spec (R) , Z).
Tlomro cy makcumasian uaeasn npcereHa R TadHo npebpojuBu mpon3Boin moJba F ca m3y3eTkoM je-
Hor bakTOpa Koju je Hyna, 1o je [Spec (R) , Z] uzomopduo npcreny dyukiuuja N — Z Koje y3umajy
KOHAYHO MHOTO BPEIHOCTH IIITO je ciobomaaa AbesioBa rpymna. Ca apyre crpane UMaMo U30MOpQU3aM

[[E.®=]]z

120 120

mTo je m3oMopdHO npcreHy ceux dyukinuja N — Z u o muje ciobomua AbenoBa rpyma ma Huje
uzomopdHa ca Ky (R). O

4.3 Tpauncdep

Y oBoM oje/bKy hemo ykazaTu Ha jefJaH 3aHuUM/bUB xoMmomopduzam m3amelhy I'porenankoBux
rpyna npcTeHa Koju ce MoxKe JAeUHUCATH U Y KOHTEKCTY XOMOJIOTHje IPyIe ajii U KOHAYHOT HAT-
KpuBawba y Tonosoruju (Bugeru [[7] u [14]). Heka cy R, S upcrenn u Heka je f : R — S xomomopdu-
3am npcrena. Taja je npcren S TPUPOIHO MOJLYJI HAJL IPCTeHOM R, U jilepuHrCcaIN CMO WHLYKOBAHO
npecimkaBamwe fi : Ko (R) — Ko (S) koje je onpebeno ca f, ([M]) = [M ®p S]. [Ipeciukasamwe fi
je xomomopduzam nperena, na Ko (S) ma npupoman Haunu moctaje Ko (R)-MOIys ca CTPYKTYypOM
rex=fi(r)m.

IIpermocraBumo cajia ja je S KOHAYHO reHepucaH npojektuBan R-monyi. Tama je mpobpo me-
dumnucan xomomopduzam Abenosux nosxynperena P (S) — P (R) medunucano ca [M] — [M] rue
je M jeman R-momyn ca ctpykrypoM r-m = f(r) - m. 3aucra, nomro je M KOHAYHO reHEpUCAH
MpOjeKTUBaH S-Momyst To moctoju S-momayn N takas na je M & N =2 S™ mTo je HApABHO U jeaaH
R-uzomopduzam. Crora je M nupekran cabupak pojeKTHUBHOT R-Moysia 1ma je u OH IPOjeKTUBAH
R-momyn. CxomHO TOMe, U3 yHUBEP3AJTHOCTH | POTEHIMKOBE KOHCTPYKIUje, 100po je aeduHmncano
[IPECINKABAIHE

f*:Ko(S)— Ko (R)
onpebeno ca f* ([M]) = [M] koje je xomomopduzam AbesoBux rpyua.

Hedunurmja 4.5. 3a xomomopduzam npcrera f : R — S Takap ga je S KOHAYHO MEHEPUCAH
npojektuBan R-momyn, xomomopduzam f* : Ko (S) — Ko (R) HasuBamMo mpancgpep.
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ITpumep 4.11. Heka je R upcren u e € R unemnorentan ejgement. [Ipcren Re je taja konadHo
reHepucan npojektuBan R-momys npu xomomopdusmy upcrena f : R — Re, f(r) = re jep je
nzomopduzam npcrera R = Re x R (1 — e) yjenno n m3omopduzam R-momya. [

TEOPEMA 4.8. Hexa cy R, S npcmenu u f : R — S zomomoppuszam npcmena maxas da je S
Konauno 2enepucar npojexmusar R-modya. Tada 3a x € Ky (S), y € Ko (R) saorcu dopmyaa

[ fe(y)) = 1 (@) -y

Zloxas. Heka je M konauHO renepucan R-momyn m P koHauHo reHepucan S-momyn. llomro cy
TO BUXOBE Kjace n30MOp(MHOCTH reHeparopu oiarosapajyhux ['porergukoBux rpyia, JTOBOJBHO je
MTOKA3aTH! J1a 3a HUX Baxku Hasesgena dpopmyna. Ctora padyHamo

f(P]- £((M])) = 7 ([P)- [M @R S) = f* ([P @s (M ®r S)]) = [P @r M]

JIOK je ca jJpyre cTpaHe
ST ([P - [M] = [P] - [M] = [P ®r M]

IITO KOMILJIETAPA JIOKA3. ]

DopMmysty u3 Teopeme @ Ha3WBaMO jOII U GopMY.Aa Npojeryuje U KaJa je 3aluieMo y O0JIuKy
ffly-x) =y -f"(x)3az € Kog(5) nuy € Ko(R) 3akpydyjemMmo 3ampaBo ja je tpancdep jeman
xomomopduzam Ky (R)-moyia.

Ipumep 4.12. Ykomuko y dopmyiy npojexiuje u3 reopeme 4.8 nocrasumo na je z = 1 = [R]
HeyTpaJs npcrena Ko (R) To Bumaumo na je 3a cse y € K (R) ucnymeno

@) =11y

ofHOCHO KoMnosuija f* o f, je 3amara muOXKemweM ca f* (1) = [S] upu uemy oBze S nmocmarpamo
Ka0 KOHAYHO T'€HEePUCAH MpojeKTuBaH R-momyst. [

IIpumep 4.13. Oxppenumo u kommosunwmjy fi o f*. Ilomro cy [M] 3a KOHaUHO reHepucaHe mMpo-
jekruBHe S-mouyse reneparopu rpyine Ky (S) u pagumo ca xomomMopdusMuMa rpymna, TO je J0-
BOJBHO J1a OJIpEIMMO CJauKy rexHeparopa. Crora mmamo ja je xkommosunuja f, o f* ompebhena ca

(feo f) (M]) = f (f* (IM])) = [ ([M]) = [M ®r S]. O

ITpumep 4.14. Heka je f : R — S xomoMopduzam npcrena npu demy je S ciioboman R-Momyit
panra n. To je ciaydaj yBek 3a KOHadHO parmuperbe moba R C S. Tama je kommosumuja f* o f,
muoxerse ca [S] = [R"] ogmocno muoxeme ca n y rpymu Ko (R). Jdupekrna mocrenuna je Ja
ako je © € Ky (R) unmykoBanor xomomopdusma fy, TO NPUMEHOM TpaHCdepa 3aK/bydyjeMo Ja
je f*(f«(z)) = nx = 0 omsocHO enemeHT T je pena k npu demy k Jeau 6poj n. YKOIMKO cajia
TMPUMEHUMO TEH30pHCarhe ca Mo/beM [ KapaKTepucThKe HyJa W MpOCTOr Opoja p KOju He Jiesn
6poj n 3ax/pydyjemo ma f unmykyje momomopdmzanm fy : Ko (R) @z F — Ko (S) @z F. O

4.4 Beza ca IlukapoBoM rpymnom

Heka je R mpcren. IlomTo cy mo Teopemu @ VHBEPTUOWIHU MOy KOHAYHO T'€HEPUCAHU
[IPOjEeKTUBHU MOJYJIM PaHra jeJIaH, TO je 100po neduHUCAH XoMOMOpdu3aM rpyia

j : Pic(R) — Ko (R)™
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onpeben ca f ([M]) = [M]. ¥ nokasy napezue jseme heMo KOPUCTHTH OCHOBHA CBOjCTBA CIIOJHAIIIEHET
IPOM3BO/Ia KOja CaJia HaBOJMMO a YMjU Ce JIOKAa3u MOory morsegarn y [B].

TEOPEMA 4.9. Hexa je R npcmen, M, N R-modysu u k > 0. Tada je ucnyroeno:
1) N (M) =R, \'(M) = M.

2) Axo je p npocm udean npcmena R mada easrcu usomoppuzam Ry,-modyaa

A () = (AF (A1)

3) Axo je M = R™ mada je 3a n < k ucnyweno N¥ (M) = 0 dox je 3a n > k ucnyreno
Ak () = RG).
4) Bastcu usomoppusam

k
N (M o N) =@ (N (M) @ A" (N)) .
=0

Jlema 4.3. Xomomoppusam j : Pic (R) — Ko (R)™ je monomoppusam.

Jlokas. TIpernocrasumo na je j ([M]) = j ([N]) omnocro na cy uaeprubusinu moxyau M, N cra-
omrHO m3omopduu. Tama moctoju n > 1 Takap ga je

M@®R"= N®R".
Kana npumenumo (n + 1)-Tu crosparimsu mpou3Bo 1001jaMo
AHH(M @ RY) 2 A" (N e RY).
Ilomro cy M, N KoHCTAHTHOT paHTa jejiaH, TO 3a k 2> 2 u p mpocT uneas y R 1o teopemu @ BaXKM

0= A*(Ry) 2 AF (M) = (A (0))
Crenn na je (/\k (M ))p = 0 ma nomTo je m3oMopdu3aM JOKAJTHO CBOJCTBO, TO je 3a k > 2 NCIyHEeHO

AF (M) = 0. Cxommo Tome, o Teopem B9 je
ANFTH(M @ R™) =2 (A° (M) @ A"TH(R™) @ (A (M) @ A" (R™)) = M.
Ananorno je u A"t (N @ R") = N opmaxie je M = N mT0 KOMILTIETHPa, JOKa3. O

Baxkny Besy I'porenmaukose rpyime ca IlukapoBoMm rpymnomMm mgobujaMo y Caydajy Kaja je IMpPCTeH
R Henexunnos gomen. 1o reopemu R.6 saxu usomopdusam Cl(R) = Pic (R). Ilo reopemu .3,
IbErOBU WJIEAJIN Cy KOHAYHO M€HEPUCAHU ITPOJEKTUBHU MOJIYJIA 114 110 JIEMU cJIeSIn J1a je CBaKu
KOHAYHO TeHEPHUCAH TPOjeKTUBaH R-MoIy1 n3oMopdan KoHadHOj cymu ujeana. Crora ce moCTaB/ba
nUTamke KaJga Cy JABe KOHadHe cyMe mieasa npcrena R mzomopdue. Hapenma Teopema [lTajuuia
Jaje oxrosop Ha To murame (Buzern [[7], (9], [10]).
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TEOPEMA 4.10. 3a udeane ay,...,a; u by,...,b; Jdedexundosoz domena R sasicu da je
aqP... 0 =201 D...0h

axo u camo axo je k =1 u

{al...ak}:{bl...bl}.

Llodammo, 3a nenyaa udease a,b sastcu uzomoppusam R-modysa a b = R P ab.

Heka je cama M xoHavHO TeHepUCAH HEHYJIA IPOjeKTUBAH Henysa R-moayn. Tama mocroje nenyma
uaeanu ay,. .., 0, TAKBA JIa je
MZad...0a,

mrro o Teopemu IlTajauna gampe UMILTUIAPA 12 je
~ag R

TIe je a = ap...0a, HeHyJa umeaa npcreHa R. IlomTo cy mo Teopemn @ HeHy7na uneaan y R
WHBEPTUOUITHU, TO Cy OHU paHra 1 1mo TeopeMwu @ I1a U3 a/IMTUBHOCTU PAaHTa 3aKJbydyjeMo Ja je y
HageseHoM 00suKy P (M) = n. CXOIHO TOMe IMaMO HAPEIHY TEOPEMY.

TEOPEMA 4.11. Hexa je R Jledexundos domen. Tada je dobpo depurucaro
¢:Ko(R) > Z®Cl(R)

odpehero ca
¢ ([a@ R"']) = (n,{a})

u ocmeapyje adumusny uzomoppudam Abesosux epyna. Jodammo, axo cy a,b nenyaa udearu y R,
mada sadtcu da je

([a] = [R]) ([b] = [R]) = 0.

Zloxas. Ilokaxkumo jomr apyru neo TBphema. [lo nedunurumju muoxkema y ['porenamkoBoj rpynu
nMaMoO J1a je

([a] = [R]) ([b] = [R]) = [(a®b) & (R R)] = [(a ® R) & (b ® R)]
ITo Teopemu @ jeab 2 a® b gok je mo Teopemu [rajuuma a ® b = R @ ab na je
[(a®@b)® (ROR)|—[(a®@R)® (bR R)=[abd R| —[adb] =0
IITO CMO M >KEJIEJIM JIa IIOKAXKEMO. ]

Kako cy o Teopemu E 3a HemekuHaoB moMeH merosa IlnkapoBa rpyia u KjiacHa rpyIa uaeasa
n3oMopdHe, 1001jaMO IUPEKTHY ITOCIEIUILy IPETXOTHE TeOPeMe.

Ilocaeaumna 4.11.1. Hexa je R /ledexundos domen. Tada sascu usomoppusam
Ky (R)=Z ®Pic(R).

Hapomumo casta mpumep nperena Koju aHuje JlemeHnK 0B aan BazKu ©30MOp(MU3aM U3 MPETXOTHE
ITOCJIeTUTIE.
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IMpumep 4.15. Heka je K nome u R = K [X,Y] /(Y?— X3). IIpcren R jecTe g0MeH jep je m30MOp-
dan norupcreny momena K [t] mo npumepy @ On Huje /leneKuHIOB JTOMEH jep HUje WHTEerpaJjiHo
3aTBOpEH. 3amMcTa, TOCMATPAjMO MOHUYIAH TTOJTNHOM

p(T)=T?-[X] € R[T]
[Y]

quja je HyJa y moJby pasjomaka gomena R omxpebhena ca o = X] jep je

2 2 3
pe= () - 1= g - 1= B - x1=o

JoK « Huje eslement npcrena R. Tlokasyje ce (Bugeru [14]) na je 3a oBaj mpcTeH UCILYEHEHO
Ky (R) 2 Z & Pic(R)
onakze je Ko (R) = Z & K upema upumepy R.5. O
3a Kpaj 0BOT 0jie/bKa, HABOIUMO cjejehy Teopemy Koja je JajieKo OJf OUUTJIeTHOT.

TEOPEMA 4.12. 3a ceaxy Abeaosy epyny G nocmoju xomymamuear npemen ca jedunuyom R
maxas da 8asHcu
Ky(R)=Z2Z®G

Jlokas. Hexa je G A6esnosa rpyma. Ilo teopemnu P.13 mocroju Jenexunmios jpomer R Takas ja je
Cl(R) = G. Cxomno TOME, IO TEOPEMHU je ucnymeno Ko (R) = Z & G. O

4.5 3akJpy4dak

I'porensukoBa rpyna je nmpBa mHBapujaHTa IPCTEHA KOjy NpoydaBa ajrebapcka K-reopuja. Y
OBOj I'VIABM CMO BUJEJN HEKA FHEeHA CBOjCTBA W KPO3 pa3He NMpUMEpe KAKO Ce OHA MOXKEe OJIpeiu-
1. OHO TITO je 3a Wy KApaKTEePUCTHIHO je Ma Cce 3a Pa3INduTe MPCTEHE MOKJIANA €A HHUXOBUM
JAPYTUM BazKHUM WMHBapujantama. Kao mrTo cMo Buienn, Ha IpuMep, y ciay4ajy lemnekunmosor mo-
MeHa, EHO M3PadyHaBalbe Ce CBOJU Ha M3padyHaBalbe KJACHE I'pyle njeaja, JO0K Ce Y CIydajy
npcrena HenpekuHuX KoMiuiekcHux dyukinuja C' (X) Ha kKoMmakTHOM XaycaopdoBoM mpocTopy,
CBOJIM Ha TONOJIOMIKY K -Teopujy Koja mpoydaBa BEKTOPCKA pacjojema HaJl IpocTopoM X U OHA je
“cKopuIieHa 3a pelehe IyBeHOr TPobeMa O mapasieTn3aduaIHoCTH cdepe.

Ba maru upceren R, uspadynasare rpyne Ko (R) Huje jennocrasro. Buma anrebapcka K-teopuja
yOIIIITaBa WHBAPUjaHTE Koje npcreny R naomesbyje I'poreniukoBa rpyia, Tako mTo QOyHKTOPH)aJI-
HO Joziesbyje Hu3 rpyna K, (R) npcreny 3a n > 0 U BUXOBO IPOyYaBambe je jelaH 0l OCHOBHHX
npasara Oyayhux ncrpakupama. Ipyru npasar jecte jia ce, yMeCTo npcreHa R v meMy TPUIAPY-
xkeHor A6esosor monouga P (R), npoyuasa kareropuja C ca ojpeljeHOM cTPyKTYpOM, Ha MpUMEp
CHMeTPUYHA MOHOHIAJIHA, TauHa min AGesoBa KaTeropuja, Tako Ja KJace m30MOpgHUX objekaTa
Te Kareropuje unae AbesoB MoHOW T Ynja ce ['poTeHIMKOBa IpyTia MOTOM MTOCMATPA.
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2021. romure. Ox 2021. rogune 3amnocsex je na Maremarnakom pakyaTery Kao capaJIHuK y HACTABH.
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