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1. Opxti qlanoviXn i Yn nezavisnih nizova nezavisnih sluqajnih veliqina imaju karakteristi-
qne funkcije, redom, date sa

φXn
(t) = ecos t−1, φYn

(t) =
1

1 + 4t2
.

Ako je

Zn =
1√
n

n∑
k=1

(Xk + Yk),

ispitati konvergenciju u raspodeli niza sluqajnih veliqina (Zn).

2. Vreme koje je potrebno studentima da rexe jedan test iz statistike ima normalnu raspodelu.
Izabrano je 40 studenata na sluqajan naqin, za svakog od �ih izmereno je vreme koje je bilo
potrebno za rexava�e testa iz statistike i dobijeno je:

vreme (min) [20, 30) [30, 40) [40, 50) [50, 60) [60, 70)
broj studenata 4 7 15 9 5

Na osnovu ovog uzorka, odrediti 90% interval povere�a za proseqno vreme rexava�a testa
svih studenata, takav da je verovatno�a da proseqno vreme bude ma�e od do�e granice interva-
la povere�a jednaka verovatno�i da proseqno vreme bude ve�e od gor�e granice intervala
povere�a.

3. Za gustinu raspodele obele�jaX va�i da je f(x; θ) = θ
xθ+1 , x ≥ 1, θ > 0. Za testira�e hipoteze

H0(θ = 1) protiv alternative H1(θ = 1
2 ), na osnovu uzorka obima 10, predlo�ena su dva testa,

qije su kritiqne oblasti W1 i W2, gde je W1 = {(x1, x2, . . . , x10) : min{x1, x2, . . . , x10} ≥ c}, a
W2 je najbo	a kritiqna oblast za testira�e datih hipoteza. Ako predlo�eni testovi imaju
isti prag znaqajnosti i ako je mo� testa qija je kritiqna oblast W1 jednaka 0.4, odrediti mo�
testa qija je kritiqna oblast W2.

t39 : F−1(0.90) = 1.304, F−1(0.95) = 1.684, F−1(0.975) = 2.023, F−1(0.99) = 2.429

t40 : F−1(0.90) = 1.303, F−1(0.95) = 1.685, F−1(0.975) = 2.021, F−1(0.99) = 2.423

χ2
10 : F−1(0.13) = 4.922, F−1(0.16) = 5.318, F−1(0.84) = 14.573, F−1(0.87) = 15.353

χ2
20 : F−1(0.13) = 12.132, F−1(0.16) = 12.675, F−1(0.84) = 26.165, F−1(0.87) = 27.060



VEROVATNO�A I STATISTIKA B (3R) - Pismeni ispit 28. oktobar 2025.

Rexe�a zadataka

1. Primetimo da je

φ′
Xn

(t) = −ecos t−1 sin t, φ′′
Xn

(t) = ecos t−1(sin2 t− cos t),

odakle dobijamo

EXn =
φ′
Xn

(0)

i
=

−ecos 0−1 sin 0

i
= 0, EX2

n =
φ′′
Xn

(0)

i2
=

ecos 0−1(sin2 0− cos 0)

−1
= 1 ⇒ DXn = 1.

Sliqno,

φ′
Yn

(t) =
−8t

(1 + 4t2)2
, φ′′

Yn
(t) =

−8(1 + 4t2)2 − 8t · 8t(1 + 4t2)

(1 + 4t2)4
,

pa je

EYn =
φ′
yn
(0)

i
= 0, EY 2

n =
φ′′
Yn

(0)

i2
= 8 ⇒ DYn = 8.

Da	e, zbog nezavisnosti sluqajnih veliqina Xn i Yn imamo da je

E(Xn + Yn) = EXn + EYn = 0,

D(Xn + Yn) = DXn +DYn = 9.

Kako je Xn + Yn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i konaqnim matem-
atiqkim oqekiva�em i disperzijom, to na osnovu centralne graniqne teoreme sledi da je

n∑
k=1

(Xk + Yk)− E

(
n∑

k=1

(Xk + Yk)

)
√
D

(
n∑

k=1

(Xk + Yk)

) =

n∑
k=1

(Xk + Yk)

√
9n

D−→ Z∗, Z∗ ∈ N (0, 1).

Odavde dobijamo graniqnu raspodelu niza sluqajnih veliqina (Zn):

Zn =
1√
n

n∑
k=1

(Xk + Yk) =
√
9 ·

n∑
k=1

XkYk

√
9n

D−→ Z̃, Z̃ ∈ N (0, 9) .

Dakle, niz sluqajnih veliqina (Zn) u raspodeli konvergira ka sluqajnoj veliqini Z̃, gde je
Z̃ ∈ N (0, 9).

2. Neka vreme potrebno studentima da rexe test iz statistike ima normalnuN (m,σ2) raspodelu.

Kako je σ2 nepoznat parametar, koristi�emo sluqajnu veliqinu Tn = X̄n−m
S̄n

√
n− 1, koja ima

Studentovu tn−1 raspodelu.

Odredimo prvo realizovane vrednosti statistika. S obzirom da nemamo taqne vrednosti
elemenata uzorka, ve� samo broj elemenata u odgovaraju�em intervalu, mo�emo smatrati da su
elementi sluqajno raspode	eni unutar intervala i da je jednaka verovatno�a da se nalaze sa
leve i desne strane sredine intervala, pa mo�emo �om aproksimirati vrednosti.

Na osnovu podataka iz zadatka, mo�emo odrediti uzoraqku sredinu i uzoraqku disperziju:

x̄40 =
4 · 25 + 7 · 35 + 15 · 45 + 9 · 55 + 5 · 65

40
,

s̄240 =
4 · (25− 46)2 + 7 · (35− 46)2 + 15 · (45− 46)2 + 9 · (55− 46)2 + 5 · (65− 46)2

40
,



tj. x̄40 = 46 i s̄230 = 132.31. Odredimo sada 90% interval povere�a za m u opxtem sluqaju.
Potrebno je odrediti statistike Un i Vn za koje je P{Un ≤ Vn} = 1 takve da va�i

P{Un ≤ m ≤ Vn} = 0.90,

P{X̄n − Vn ≤ X̄n −m ≤ X̄n − Un} = 0.90,

P

{
X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n −m

S̄n

√
n− 1 ≤ X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
= 0.90.

Iz uslova zadatka imamo da za ovakav interval povere�a treba da va�i P{m < Un} = 0.05 i
P{m > Vn} = 0.05, odnosno

P

{
Tn <

X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1

}
= 0.05, P

{
Tn >

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1

}
= 0.05.

Koriste�i da Tn ima Studentovu raspodelu, dobijamo da je

X̄n − Vn

S̄n

√
n− 1 = −tn−1;2·0.05,

X̄n − Un

S̄n

√
n− 1 = tn−1;2·0.05.

Prema tome,

Un = X̄n − S̄n√
n− 1

tn−1;0.1,

Vn = X̄n +
S̄n√
n− 1

tn−1;0.1.

Odnosno interval povere�a je

I(n)m =

[
X̄n − S̄n√

n− 1
tn−1;0.1, X̄n +

S̄n√
n− 1

tn−1;0.1

]
.

U konkretnom sluqaju, β = 0.90 i t39;0.1 = 1.684. Tra�eni interval je

I(40)m =

[
46− 1.684 ·

√
132.31√
39

, 46 + 1.684 ·
√
132.31√
39

]
,

I(30)m = [42.898, 49.102] ≈ [42, 50].

3. Najpre imamo da je funkcija raspodele obele�ja X data sa

FX(x) =

∫ x

1

θ

tθ+1
dt = 1− x−θ, x ≥ 1.

Mo� testa qija je kritiqna oblast W1 data je sa

γ1 = PH1{(X1, X2, . . . , X10) ∈ W1} = PH1{min{X1, X2, . . . , X10} ≥ c} = (PH1{X1 ≥ c})10 ,

pa je
0.4 = c−10· 12 = c−5 ⇒ c = (0.4)−

1
5 = 1.2011.

Prag znaqajnosti testa qija je kritiqna oblast W1 je

α1 = PH0
{(X1, X2, . . . , X10) ∈ W1} = (PH0

{X1 ≥ 1.2011})10 = 1.2011−10 = 0.16.

Iz uslova zadatka je α1 = α2 = 0.16, gde je α2 prag znaqajnosti testa qija je kritiqna oblast
W2. Kritiqnu oblastW2 �emo tra�iti pomo�u Nejman-Pirsonove leme. Za Nejman-Pirsonovu
lemu je potrebno odrediti funkciju verodostojnosti koja je u ovom sluqaju data sa



L(x; θ) =

n∏
i=1

f(xi; θ) =

n∏
i=1

θ

xθ+1
i

= θn

(
n∏

i=1

xi

)−(θ+1)

.

Koriste�i lemu, najbo	a kritiqna oblast je odre�ena sa

W =

{
L(x; 1

2 )

L(x; 1)
≥ k

}
=


1
2n

(
n∏

i=1

xi

)− 3
2

(
n∏

i=1

xi

)−2 ≥ k

 =


(

n∏
i=1

xi

) 1
2

≥ k1


=

{
n∑

k=1

lnxi ≥ k2

}
,

gde je k2 je neka konstanta u odnosu na dati uzorak, koju treba odrediti da bismo dobili taqan
izraz za kritiqnu oblast. Na osnovu praga znaqajnosti α2, mo�emo odrediti k2 tako da va�i

PH0

{
10∑
i=1

lnxi ≥ k2

}
= 0.16.

Za funkciju raspodele sluqajne vliqine Y , gde je Y = lnX va�i da je

P{Y ≤ y} = P{lnX ≤ y} = P{X ≤ ey} = 1− e−θy,

pa zak	uqujemo da Y ima eksponencijalnu E (θ) raspodelu. Da	e, kako pri H0, lnX ima
eksponencijalnu E (1) raspodelu, odakle imamo

10∑
i=1

lnXi ∈ γ(10, 1) ⇒ 2

10∑
i=1

lnXi ∈ χ2
20.

Dakle, iz

PH0

{
2

10∑
i=1

lnxi ≥ 2k2

}
= 0.16 ⇒ 2k2 = χ2

20;0.16 = 26.178,

sledi da je k2 = 13.089. Konaqno, mo� testa qija je kritiqna oblast W2 je

γ2 = PH1
{(X1, X2, . . . , X10) ∈ W2} = PH1

{
10∑
i=1

lnXi ≥ 13.089

}
= 0.87,

jer pri H1(θ = 1
2 ) imamo da je 2 · 1

2

10∑
i=1

lnXi ∈ χ2
20.


