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1. Opxti qlan Xn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima gustinu raspodele

f(x;m) =
1

2
m
2 Γ
(
m
2

)xm
2 −1e−

x
2 , x ≥ 0, m ∈ N,

dok opxti qlan Yn niza nezavisnih sluqajnih veliqina ima zakon raspodele P{Yn = −2024} =
P{Yn = 2024} = 1

2 . Ako su za svaki prirodan broj n sluqajne veliqine Xn i Yn nezavisne,

ispitati konvergenciju u raspodeli niza sluqajnih veliqina (Zn), gde je

Zn = (nm(m+ 2))−
1
2

n∑
k=1

XkYk.

2. Za gustinu raspodele obele�ja X va�i da je f(x) = xθ−
x2

2 ln θ, x > 0, θ > 1. Na osnovu uzorka
obima n, metodom maksimalne verodostojnosti odrediti ocenu nepoznatog parametra 1

ln θ , a

zatim ispitati efikasnost dobijene ocene.

3. Pretpostav	a se da snaga Intel procesora ima normalnu N (m1, 16) raspodelu, dok snaga AMD
procesora ima normalnu N (m2, 16) raspodelu. Tim istra�ivaqa �eli da ispita koliko se

razlikuju proseqne snage procesora ova dva proizvo�aqa. Istra�iva�e je ra�eno na istom

broju Intel i AMD procesora i konstatovano je da bi, pod pretpostavkom da su proseqne snage

procesora jednake, apsolutna razlika uzoraqkih proseqnih snaga procesora bila ma�a od 0.8
sa verovatno�om 0.99. Odrediti du�inu 97% intervala povere�a za razliku proseqnih snaga

procesora ta dva proizvo�aqa.
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Rexe�a zadataka

1. Za niz sluqajnih veliqina (Xn) va�i da je
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pa je DXn = EX2
n − (EXn)

2 = m2 + 2m − m2 = 2m, dok za niz (Yn) va�i da je EYn =
−2024 · 1

2 + 2024 · 1
2 = 0 i DYn = EY 2

n = 20242. Da	e, zbog nezavisnosti sluqajnih veliqina

Xn i Yn imamo da je

E(XnYn) = EXn · EYn = 0,

D(XnYn) = E(X2
nY

2
n )− (E(XnYn))

2 = EX2
n · EY 2

n = 20242m(m+ 2).

Kako je XnYn niz nezavisnih sluqajnih veliqina sa istom raspodelom i konaqnim matem-

atiqkim oqekiva�em i disperzijom, to na osnovu centralne graniqne teoreme sledi da je
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D−→ Z∗, Z∗ ∈ N (0, 1).

Odavde dobijamo graniqnu raspodelu niza sluqajnih veliqina (Zn):

Zn = (nm(m+ 2))−
1
2

n∑
k=1

XkYk = 2024 ·

n∑
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XkYk

2024
√
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D−→ Z̃, Z̃ ∈ N (0, 20242).

Dakle, niz sluqajnih veliqina (Zn) u raspodeli konvergira ka sluqajnoj veliqini Z̃, gde je
Z̃ ∈ N (0, 20242).

2. Pretpostavimo da imamo realizovan uzorak (x1, x2, . . . , xn). Funkcija verodostojnosti je

L(θ) = L(θ|x1, x2, . . . , xn) =

n∏
i=1

xiθ
− x2

i
2 ln θ, θ > 1, , x1, . . . , xn > 0,

tj.
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pa je

lnL(θ) = n ln(ln θ)−

(
1

2

n∑
i=1

x2
i

)
ln θ +

n∑
i=1

lnxi.



�elimo da prona�emo θ > 0 koje maksimizuje lnL(θ), te stoga odre�ujemo stacionarnu taqku:
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Jox treba proveriti da li se u dobijenoj vrednosti posti�e maksimum. Kako je ∂
∂θ lnL(θ)

pozitivna za θ < exp 2n∑n
i=1 x2

i
, a negativna za θ > exp 2n∑n

i=1 x2
i
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i
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i
. Prema tome, exp 2n∑n
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i
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lnL(θ) dosti�e maksimum. Prema tome, na osnovu ovog uzorka, ocena metodom maksimalne

verodostojnosti je
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.

Kako je ocena metodom maksimalne verodostojnosti invarijantna u odnosu na transformaciju

Borel-mer	ivom funkcijom, odavde zak	uqujemo da je ocena nepoznatog parametra 1
ln θ data

sa

Tθ =

∑n
i=1 X

2
i
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Da bi imalo smisla da ispitujemo efikasnost ocene, moramo prvo da proverimo da li je ona

nepristrasna. Za poqetak, odredimo raspodelu sluqajne veliqine X2
1 . Imamo da je

P{X2
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√
x} =

∫ √
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2 , x ≥ 0,

odakle zak	uqujemo da sluqajna veliqina X2
1 ima eksponencijalnu E

(
ln θ
2

)
raspodelu, pa sledi
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)
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Sada imamo da je
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,

tj. ocena θ̂ jeste nepristrasna ocena parametra 1
ln θ .

Ispitajmo sada regularnost familije raspodela f
(
x; 1

ln θ

)
u smislu Rao-Kramera i odre�u-

jemo I
(

1
ln θ

)
. Zbog jednostavnosti formula u nastavku, uvedimo smenu a = 1

ln θ , θ > 1. Uzo-

raqki prostor je R+, pa ne zavisi od nepoznatog parametra a. �elimo da ispitamo da li je∫∞
0

∂
∂af(x; a)dx = 0. Kako je

∂

∂a
f(x; a) =

∂

∂a

(
x(e

1
a )−

x2

2
1

a

)
= e−

x2

2a

(
x3

2a3
− x

a2

)
,

pa je ∫ ∞
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Familija jeste regularna. Raqunamo I(a) da bismo dobili do�u granicu disperzije svih

nepristrasnih ocena za parametar a.

I(a) = E

(
− ∂2

∂a2
ln f(X; a)

)
.



Dakle, va�i
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Prema tome, do�a granica disperzije svih nepristrasnih ocena jednaka je

G =
1

nI(a)
=

a2

n
=
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n ln2 θ
.

Kako je Tθ nepristrasna ocena, sada raqunamo �enu disperziju, da bismo je uporedili sa do�om

granicom G i videli da li je efikasna. Kako su sluqajne veliqine X1, . . . , Xn nezavisne,

imamo da je
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Dakle,
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D(Tθ)
=

1
n ln2 θ

1
n ln2 θ

= 1,

pa ova ocena jeste efikasna.

Napomena: Nije neophodno odrediti raspodelu sluqajne veliqine X2
1 . Direktnim raqunom

nalazimo �eno oqekiva�e. Zaista, va�i da je
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∫ ∞
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3. Neka obele�je X predstav	a snagu Intel procesora, a obele�je Y snagu AMD procesora. Kako

su sluqajne veliqine X̄n i Ȳn nezavisne i X̄n ∈ N (m1, 16), Ȳn ∈ N (m2, 16), to X̄n − Ȳn ∈
N
(
m1 −m2,

32
n

)
, gde smo sa n oznaqili obim svakog uzorka.

Odredimo 97% intervala povere�a za razliku sred�ih vrednosti snaga na standardan naqin.

Potrebno je da odredimo Un i Vn takve da va�i

P{Un ≤ m1 −m2 ≤ Vn} = 0.97,

P{X̄n − Ȳn + Vn ≤ X̄n − Ȳn − (m1 −m2) ≤ X̄n − Ȳn + Un} = 0.97,

P
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32
n

 = 0.97,



pri qemu formiramo takav intervala povere�a da va�i
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Tn <
X̄n − Ȳn + Vn√
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gde je Tn = X̄n−Ȳn−(m1−m2)√
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n

∈ N (0, 1) test statistika. Odavde sledi da je
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4
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4
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Sada imamo da je du�ina intervala
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√
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(
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)
.

Da	e, iz teksta zadatka je dato da pod pretpostavkom da je m1 −m2 = 0, va�i da je

P
{
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}
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Zbog simetriqnosti normalne raspodele,

−
√
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5
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tj.
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√
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Uvrstimo li u razliku granica intervala, imamo

Vn − Un =
4
√
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(
Φ−1(0.985)− Φ−1(0.015)

)
≈ 1.36.


