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1. Kyruja caapzxku n Kyrimmna of KOjux je cBaka uiau Oesa unu mpua. CBe mpernocraBke o 6pojy Gesmx
KyIJIMIA Cy jeaHako BeposarHe. V3psade ce jpe Kyriauue, jeJHa 3a apyrom, 6e3 spahamwa. Ako je
pBa W3ByUYEHA Kyraula Oeja, n3padyHaru BepoBaruohy ma he napyra u3Byuena Kyriauia outu Gesa.

2. Cmaka 0J] HE3aBHCHUX CJy4ajunx Besmunua X u Y nma ekcrionennmjaiany £(A) pacmozgeny. Ako je

~ k

u Wn:E —I{[nZ] =k}, neN,n>1,
n
k=1

n3padyHaTd KOeUIHUjeHT Kopesanyje ciaydajaux seanaunaa Z u Wy,

3. 3a rycruny pacuozene fxy(z,y) cayuajuor sekropa (X,Y) Baxu aa je

3

smax{z,y}, 0<z<1l,0<y<l,
fXY(xvy) = {2 { y} Y

0, WHaYe.

OpenuTu yCc/IOBHY TYCTHHY pacrofese ciaydajue Beauduue Y mpu ycaoBy X < %



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (4MHJI) - ITucmenn ucnur 31. janyap 2024.

Pemmema 3aJlaTaKa
1. Younwmo ma je ca

H; = {y kyruju je i 6enux xyrmuua}, i = 0,1,.

jar nornyH cucreM gorahaja u na saxku P(H;) =

)

1

ntl-

Axo je A: nmorabaj ma je mpBa u3Bydena Kyriuia Oese 6oje u B: moraljaj Ja je apyra u3BydeHa
kyruiuna Gesie 60je, Tpeba na oxpenumo yciosny Bepoaruohy P(B|A). Jacho, Baxu P(A|Hp) =0

u 3a cBako i = 1,2,...,n saxu P(A|H;) = ~. Jampe, na ocuosy dopmyJie normyune seposarnohe
UMaMo Ja je

S~ P(H;)P(AB|H, =t
pap S PUIPUABI) k4
P(BIA) = ot = = e
Z:[)P(Hi)P(A|Hi) T _;%
1 n 2 mn
7% — 7 1 n(n+1)(2n+1) n(n+1)
(BB ey (ueen )

n n(n+1
& GEEY

=1

2n(n+1)2n+1-3) 2(n-1) 2

6(n—Dn(n+1)  3(n-1) 3
rae cMo uckopuctuim ja Baxu P(AB|Hy) = P(AB|H1) =0 u ga 3a cBako i = 2,3,...,n Baxku
i1
P(AB|H;) = ~ 1=~
nn—1

2. OyHKNWja pacnojene ClydajHe BeIUdInuHe Z je JaTa ca

X u 0 uy/(1—u) 9 A\ Ay
P <up=PJ{X< Y= A2 A0 M g0 | 4
(e mrfre k= [ ([ eeea a
o0 o0 (o)
:/ Ae— MY (1_6—)\uy/(1—U)) dy:/ e M dy _/ Ae /(A=) gy
0 0 0

=1-(1-u)=u, uwe(0,1)

ofaKsIe cIeaM Ma caydajua memmamna Z uwma yrudopmuy U(0,1) pacmomeny, ma je EZ = 1
DZ = 5. Jame,

n

EW,=E (Z SI{[nZ] = k}) => %P{[nZ] =k}

"k "k z
= —P{k<nZ 1} = =
g " {k<nZ<k+1} ’;:1”/ dz

I nn+1) n+1
n? 2 2

EW?=FE ii[{[nZ]zk:}) =F Z I{nZ—k}Z I{nZ =j}
k=

1 k=1

=F <Z %I{[nZ] = k}) Z i =P {[nZ] =k}

k=1

_ 1 z":kQ _ lam+1)@2n+1)  (n+1)(2n+1)
n3 6 6n2 ’
k=1 k=1




mna je

s (n+1)@2n+1) (n+1)? n?-1
B 6n2 dn2 1202

DW, = EW? — (EW,,)

Jla 6ucmo u3padynaan KoedHUIjeHT Kopeanuje, rpeba jom ga u3padynamo EZW,,. Umamo ma je

EZW, =E (Zzn: %I{[nZ] = k:}) = zn: %E(Z[{[nZ] =k})

k=1 k=1
"kt (k k41 "k
:Zf/ ZI{<Z<+}= — zdz
i1 v Jo n n o nJe
k1 [((k+1)2  k? R~
=N P (EE ) o N T2kt 1
Zn2 n? n2 2n3Z (2k+1)
k=1 k=1
_ 1 nn+1)dn+5)  (m+1)(4dn+5)
23 6 N 12n2

[Ipema Towme,

_ BZW, — BZEW, _ "Rt - gnEl (n41)(n+5)
Pz Wn = DZDW, 11 Iy
12 12n2

. Maprunanna pacnozena ciaydajoe Beananae X je aTa ca

Tj.

Oxpenumo ycioBHY (DyHKIHU)jy pacmozese ciaydajue Beaudnne Y mpu yciaoBy X < % Baxwu na je

P{Y <y, X <3}
P{X <3}

PIY<ylX<})-

Nmamo 1a je

Nl

13

3 1 3
P{X <3} :/0 fX(fU)d$=/0 Z(x2+1)dx: <Z+ix> =5
0

Capa pasnnkyjemo fBa ciydaja.
e 3ay € (3,1) nmamo ga je

1

1 1 1 Yy
3 *3 3 v3 3 (2 3 (32
{ 2} 0 0 2 0 . 2 2 0 2 0 2 N

1
2

307, 1 3(, af
2 e = — 1 2 -z
2 0+4/0(y z")de 16+4<yx 3
3
8

dx

3

1
=_-x
0
y

1
_ 2.2 i
B +32’



® 33y €E (0, %) AMaMo Ja je

Yy U3 Yy %3 ZI3 113
P{Y§y7X<%}:/ dv/ §vdx+/ dv/ §xdx:/ §U2d’U+/
0 0 0 v 0 0

1 3 1 vy 3y
=tV =T

2 T16Y T 4Y BT
Opnasae cienu na je

8y>+6y

Py <y|X<3}= 12y1§+1’

3

Yy €

ye(0,3)
1

1)

/N N
= O

=~ |

- 1 .
Komauno, 3a yC/IOBHY T'yCTHHY Dacrofiesie Cliydajue BeJimanne Y npu ycaosy X < 5 BaXKH J1a je

249246
13

. y€(0.3)
1

_ 24 1
fy\x<%(y) =91 y € (3.1)

0, “HAYe.
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1. (10 moena) Kyruja caapzku n Kyriumia of KOjux je cBaka uiu 6esa uwiu upaa. CBe IpernocraBke
o Opojy Oenux KyrJmia Ccy jegHako BepoBarHe. l3Biade ce aBe Kyrymile, jegHa 3a Apyrom, Oe3s
ppahama. AKO je upsBa u3BydeHa Kyrmia 0Oeja, u3padyHaru peposarHolly na he japyra m3BydeHa
KyTJuma outu Gesa.

2. Y ocurypasajyhem apymrsy je perucrpoano 400 ocurypanuka. CBaKyM OCUTYpPaHUK y HEKOM oapehe-
HOM BPEMEHCKOM WHTepBaJLy ymyhyje 3axTeB 3a ommrery ca BepoBaraohom (0.01.

(a) (4 moena) M3pauynarn BepoBaTHONY [1a je y MOCMATPAHOM BPEMEHCKOM WHTEPBAJY TAYHO 5
OCHTYDAHWKA YIYTUJIO OJIITETHH 3AXTEB.

(6) (6 moena) Ompenurn Hajmawn 6poj k Takas ga BepoBaTHONa na GPOj OCHTYpDAHWKA KOjU CY
VOYTHJIA OJINITETHN 3aXTeB He Oyae mamu of k u3nocu Hajsure 0.05.

3. (10 moena) Cpaka o/ He3aBHUCHUX CJIy4ajHuX Besmunua X n'Y nma excrionernujanuy () pacroneny.
Axo je
X ~k
Yoy angﬁl{[nZ]:k},neN,n>1,

n3padyHaTu KoeduimjenT Kopesayje caydajanx sesuanna Z u W,.
4. 3a rycruny pacnozene fx,y(x,y) caydajuor Bekropa (X,Y) Baxku na je
3

smax{z,y}, 0<z<1l,0<y<l,
fxy (@, y) = {2 {z,y} Y
0, nHate.

(a) (2 moena) OupeaurTy MapruHajHy YyCTUHY DACIOJe/e CloydajHe Beaudune X.

. 1
(6) (8 moena) OxpeauT yCIOBHY IyCTHHY pacrojese ciydajue sejmumue Y npu ycioBy X < 5.



BEPOBATHOTRA I CTATUCTUKA A (3P) - Ilucmenn ucnur 31. janyap 2024.

Pemrema 3aJlaTaKa

1. Youumo na je ca
H; = {y xyruju je ¢ Genux kyrauma}, ¢ =0,1,...,n

T

Ako je A: norabaj sa je upsa usBydena Kyrumia Oeje O6oje u B: joralaj na je apyra ussBydena
Kyrauia Gesre 6oje, Tpeba Ja oxpeaumMo yciaoBHy Bepoaruoly P(B|A). JacHo, Baxkn P(A|Hp) =0
w 3a csaKko i = 1,2,...,n saxu P(A|H;) = £. Jlame, na ocroBy dbopmyse normysne seposaTHolie
AMaMo J1a je

Jar nornyH cucreM gorahaja u ga saku P(H;) =

S P(H)P(AB|H) b 3o 2=t

P(AB — =
P(B|A) = IE(A)) :Z_T? - Z—Qn A
S PUHIPAE) 3t
1 - 2 Sy n(n+1)(2n+1 n(n41
(BB [ 1 (e
- n - n(n+1
Zi (2 )
_ 2n(n+ )(2n+1—3) 2(n—-1) 2
T 6n—Dnn+1)  3n-1) 3
rae cMo uckopuctusm ja Baxu P(AB|Hy) = P(AB|H1) =0 u ga 3a cBako i = 2,3,...,n Baxku
11—1
P(AB|H;) = — )
(AB|H;i) = ———

2. Heka je X 6poj ocurypanmka KOju Cy y IPOMATPAHOM BPEMEHCKOM HHTEPBAJy YIyTHJIH 3aXTEB 34
ommrery ocurypasajyhem mpymrey. Tama je X ~ 15(400,0.01). Kaxo je np = 4000.01 =4 < 10 un
n > 30, KOpUCTUMO armpoKcuMaIujy ouaomue pacmomene [lyacoHOBOM pacromesioMm ca mapaMerpoM
A=np=4.

(a) Canma je
P{X =5} = F)\(5) — FA\(4) = 0.78513 — 0.62884 = 0.15629.

(6) Tpeba nahu 6poj k Takas 1a je
P{X >k} <0.05.

Kaxko je P{X >k} =1— P{X < k} <0.05, cnean
P{X <k} > 0.95,

OJIHOCHO
P{X <k—1}>0.95.

Capna, uz F(k—1) > 0.95, 3a n = 400 na ocuoBy aupokcumauuje Ilyaconosom P(4) pacuomenom,
ciemn k—1=8 majek=09.

3. ®yHKNIMWja pacmojene clydajHe BeTUInHe Z je JaTa ca

X u 0 'U'y/(lfu) 9 X Ay
P <up=PI{X< Yy = Az, —
ety ool [ ([ o)
:/ Ae— M (1 _ e—Auy/U—u)) dy :/ Ao~ MY dy _/ Ae— A/ (1—w) dy
0 0 0

=1-(1-u)=u, ue(0,1)




ollakJie cielau jaa ciaydajua peauuuna Z uma yuudopmuy U(0,1) pacnogmeny, na je EZ =

DZ = % Hame,

n

EW, =E (ZzI{LnZJ k}) :ZSP{MZJ =k}

k=1

[
M:
SRS

k+1
P{k<nZ <k+1}= Z /

I nn+1) n+l

n2 2 Toon

>
Il
—

[

[
AR
Se

x>
Il
—

EW?2 = (Zn:flf{LnZ —k:}) Z Kz —k}zjl{nZ | =4}

k=1

n 2

- ( nZJ_k}> Z%P{LHZJ:’C}

k=1

\M: i

_ ]il izkzzin(n—&—l)@n—kl):(n—|—1)(2n+1)
—n’n — n? 6 6n? ’

mna je

2 2 _
DWn:EWS—(EWn)2:(n+1)(2n+1)—(n+1) o nf—1

6n2 dn2 1202

Jla 6ucmo u3pauyHaan KoedUIMjeHT Kopeanuje, Tpeba jomn ga uzpadynamo EZW,,. Umamo ma je

3

EZWn:E<Zzn:fL {|nZ] —k}) Zk (ZI{|nZ] = k})
k=1

nt
k 1
,/ ZI{’“_
n Jo n

k=1

};iﬁ

k=1

—~ k1 ((k+1)* & =

kz:ln2 n? > Z (2K +
_ 1l n(n+1)@En+5) _ (n+1)(4n+5)
o3 6 12n2

IIpema Towme,

12n2 2n

VDZDW, 121  onvnZ_1

12 12n2

oy — EZWo — EZEW, _ (ptl)nt5) _ladl (n+1D(n+5)

(a) Maprunamna pacmnozena ciydajue Bemaune X je J1ara ca

1
1 x 1 2
3 3 3
fx(z) = fz,y)dy = / §=’Edy +/ iydy = %+ L
0 0 T

3 2
3 5| | =1 L

xr
Tj.

fr(z) = {i(ﬁ +1), z€(0,1)

0, nHaYe.

(6) Ompenumo yciaosHy byHKIMjy pacrojgese ciydajue senudude Y npu yciaoBy X < % Baxwu ga
je
Py <y, X <1}
1
P{X <3}

P{Y <y|X <3} =

1
5 u



Nmamo ga je

1
: '3 2 3 \|° 13
0

Caza pasiukyjemMo 1Ba ciydaja.

e 3ay € (3,1) nvamo ga je

3 %UQy
/dm/ fxdv—i-/ dx/ —vdv = — / 22dx + = /—
2/ 2

5

P{YSy,X<%} dz

1
2

147 3 (7, , 1 3/, af
— _ _ d— —
2" +4/O(y TR (y 3
0 0
3, 1
B )

® 3ayC (0, %) HMaMO Ja je

%3 3, v3/1
/dv/ fvdxqt/ dv/ /ivvar/O 4<4v)dv

3

P{Y <y, X <3}

— Sy Ly

y?
2 16 4—4+

173
Opasae cienm ga je
8y°46
yl-g 4 ye (0 l)

PV <y|X <il=
syIX <) {12?{23“, ye(3,1).

Kona4no, 3a ycsioBHy rycTuny paciojesie ciy4dajae Beaudune Y npu yciaoBy X < % BaxK# 2
je
24y>+6 1
7413+ , y€(0,3)
— 24y 1
leX<%(y)— T3 Y€ (531)
0, nHAYE.



