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1. Kutija sadr�i n kuglica od kojih je svaka ili bela ili crna. Sve pretpostavke o broju belih
kuglica su jednako verovatne. Izvlaqe se dve kuglice, jedna za drugom, bez vra�a�a. Ako je
prva izvuqena kuglica bela, izraqunati verovatno�u da �e druga izvuqena kuglica biti bela.

2. Svaka od nezavisnih sluqajnih veliqina X i Y ima eksponencijalnu E(λ) raspodelu. Ako je

Z =
X

X + Y
i Wn =

n∑
k=1

k

n
I {[nZ] = k} , n ∈ N, n > 1,

izraqunati koeficijent korelacije sluqajnih veliqina Z i Wn.

3. Za gustinu raspodele fX,Y (x, y) sluqajnog vektora (X,Y ) va�i da je

fX,Y (x, y) =

{
3
2 max{x, y}, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, inaqe.

Odrediti uslovnu gustinu raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 .



VEROVATNO�A I STATISTIKA A (4MNL) - Pismeni ispit 31. januar 2024.

Rexe�a zadataka

1. Uoqimo da je sa
Hi = {u kutiji je i belih kuglica}, i = 0, 1, . . . , n

dat potpun sistem doga�aja i da va�i P (Hi) =
1

n+1 .

Ako je A: doga�aj da je prva izvuqena kuglica bele boje i B: doga�aj da je druga izvuqena
kuglica bele boje, treba da odredimo uslovnu verovatno�u P (B|A). Jasno, va�i P (A|H0) = 0
i za svako i = 1, 2, . . . , n va�i P (A|Hi) = i

n . Da	e, na osnovu formule potpune verovatno�e
imamo da je

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
=

n∑
i=0

P (Hi)P (AB|Hi)

n∑
i=0

P (Hi)P (A|Hi)
=

1
n+1

n∑
i=2

i
n

i−1
n−1

1
n+1

n∑
i=1

i
n

=

1
n−1

(
n∑

i=2

i2 −
n∑

i=2

i

)
n∑

i=1

i
=

1
n−1

[
n(n+1)(2n+1)

6 − 1−
(

n(n+1)
2 − 1

)]
n(n+1)

2

=
2n(n+ 1)(2n+ 1− 3)

6(n− 1)n(n+ 1)
=

2(n− 1)

3(n− 1)
=

2

3
.

gde smo iskoristili da va�i P (AB|H0) = P (AB|H1) = 0 i da za svako i = 2, 3, . . . , n va�i

P (AB|Hi) =
i

n

i− 1

n− 1
.

2. Funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je data sa

P

{
X

X + Y
≤ u

}
= P

{
X ≤ u

1− u
Y

}
=

∫ ∞

0

(∫ uy/(1−u)

0

λ2e−λxe−λy dx

)
dy

=

∫ ∞

0

λe−λy
(
1− e−λuy/(1−u)

)
dy =

∫ ∞

0

λe−λy dy −
∫ ∞

0

λe−λy/(1−u) dy

= 1− (1− u) = u, u ∈ (0, 1)

odakle sledi da sluqajna veliqina Z ima uniformnu U(0, 1) raspodelu, pa je EZ = 1
2 i

DZ = 1
12 . Da	e,

EWn = E

(
n∑

k=1

k

n
I {[nZ] = k}

)
=

n∑
k=1

k

n
P {[nZ] = k}

=

n∑
k=1

k

n
P{k ≤ nZ < k + 1} =

n∑
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k

n
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k
n

dz =
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=
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2n
,

EW 2
n = E

(
n∑

k=1

k

n
I {[nZ] = k}

)2

= E

 n∑
k=1

k

n
I {[nZ] = k}

n∑
j=1

j

n
I {[nZ] = j}


= E

(
n∑

k=1

k2

n2
I {[nZ] = k}

)
=

n∑
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k2

n2
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=

n∑
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k2
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1

n
=

1

n3
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k2 =
1

n3

n(n+ 1)(2n+ 1)

6
=

(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
,



pa je

DWn = EW 2
n − (EWn)

2 =
(n+ 1)(2n+ 1)

6n2
− (n+ 1)2

4n2
=

n2 − 1

12n2
.

Da bismo izraqunali koeficijent korelacije, treba jox da izraqunamo EZWn. Imamo da je

EZWn = E

(
Z

n∑
k=1

k

n
I {[nZ] = k}

)
=

n∑
k=1

k

n
E (ZI {[nZ] = k})

=

n∑
k=1

k

n

∫ 1

0
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{
k

n
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k + 1

n

}
=

n∑
k=1

k

n

∫ k+1
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k
n

zdz

=

n∑
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k

n

1

2

(
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n2
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)
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1

2n3

n∑
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k(2k + 1)

=
1

2n3

n(n+ 1)(4n+ 5)

6
=

(n+ 1)(4n+ 5)

12n2

Prema tome,

ρZ,Wn =
EZWn − EZEWn√

DZDWn

=
(n+1)(4n+5)

12n2 − 1
2
n+1
2n√

1
12

n2−1
12n2

=
(n+ 1)(n+ 5)

n
√
n2 − 1

.

3. Marginalna raspodela sluqajne veliqine X je data sa

fX(x) =

∫ 1

0

f(x, y)dy =

∫ x

0

3

2
xdy +

∫ 1

x

3

2
ydy =

3

2

x2 +
y2

2

∣∣∣∣∣
1

x

 =
3

4
(x2 + 1),

tj.

fX(x) =

{
3
4 (x

2 + 1), x ∈ (0, 1)

0, inaqe.

Odredimo uslovnu funkciju raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 . Va�i da je

P
{
Y ≤ y |X < 1

2

}
=

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
P
{
X < 1

2

} .

Imamo da je

P
{
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2

}
=
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4
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4
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=
13
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.

Sada razlikujemo dva sluqaja.

• za y ∈
(
1
2 , 1
)
imamo da je

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
=

∫ 1
2

0

dx

∫ x

0

3

2
xdv +

∫ 1
2

0

dx

∫ y

x

3

2
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∫ 1
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∣∣∣∣∣
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3
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3

8
y2 +
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32
,



• za y ∈
(
0, 1

2

)
imamo da je

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
=

∫ y

0

dv

∫ v

0

3

2
vdx+

∫ y

0

dv

∫ 1
2

v

3

2
xdx =

∫ y

0

3

2
v2dv +

∫ y

0

3

4

(
1

4
− v2

)
dv

=
1

2
y3 +

3

16
y − 1

4
y3 =

y3

4
+

3y

16
.

Odavde sledi da je

P
{
Y ≤ y |X < 1

2

}
=

{
8y3+6y

13 , y ∈
(
0, 1

2

)
12y2+1

13 , y ∈
(
1
2 , 1
)
.

Konaqno, za uslovnu gustinu raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 va�i da je

f
Y |X<

1
2
(y) =


24y2+6

13 , y ∈
(
0, 1

2

)
24y
13 , y ∈

(
1
2 , 1
)

0, inaqe.
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1. (10 poena) Kutija sadr�i n kuglica od kojih je svaka ili bela ili crna. Sve pretpostavke
o broju belih kuglica su jednako verovatne. Izvlaqe se dve kuglice, jedna za drugom, bez
vra�a�a. Ako je prva izvuqena kuglica bela, izraqunati verovatno�u da �e druga izvuqena
kuglica biti bela.

2. U osiguravaju�em druxtvu je registrovano 400 osiguranika. Svaki osiguranik u nekom odre�e-
nom vremenskom intervalu upu�uje zahtev za odxtetu sa verovatno�om 0.01.

(a) (4 poena) Izraqunati verovatno�u da je u posmatranom vremenskom intervalu taqno 5
osiguranika uputilo odxtetni zahtev.

(b) (6 poena) Odrediti najma�i broj k takav da verovatno�a da broj osiguranika koji su
uputili odxtetni zahtev ne bude ma�i od k iznosi najvixe 0.05.

3. (10 poena) Svaka od nezavisnih sluqajnih veliqinaX i Y ima eksponencijalnu E(λ) raspodelu.
Ako je

Z =
X

X + Y
i Wn =

n∑
k=1

k

n
I {[nZ] = k} , n ∈ N, n > 1,

izraqunati koeficijent korelacije sluqajnih veliqina Z i Wn.

4. Za gustinu raspodele fX,Y (x, y) sluqajnog vektora (X,Y ) va�i da je

fX,Y (x, y) =

{
3
2 max{x, y}, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

0, inaqe.

(a) (2 poena) Odrediti marginalnu gustinu raspodele sluqajne veliqine X.

(b) (8 poena) Odrediti uslovnu gustinu raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 .



VEROVATNO�A I STATISTIKA A (3R) - Pismeni ispit 31. januar 2024.

Rexe�a zadataka

1. Uoqimo da je sa
Hi = {u kutiji je i belih kuglica}, i = 0, 1, . . . , n

dat potpun sistem doga�aja i da va�i P (Hi) =
1

n+1 .

Ako je A: doga�aj da je prva izvuqena kuglica bele boje i B: doga�aj da je druga izvuqena
kuglica bele boje, treba da odredimo uslovnu verovatno�u P (B|A). Jasno, va�i P (A|H0) = 0
i za svako i = 1, 2, . . . , n va�i P (A|Hi) = i

n . Da	e, na osnovu formule potpune verovatno�e
imamo da je

P (B|A) =
P (AB)

P (A)
=

n∑
i=0

P (Hi)P (AB|Hi)

n∑
i=0

P (Hi)P (A|Hi)
=

1
n+1

n∑
i=2

i
n
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1
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1
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n∑
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i2 −
n∑
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i

)
n∑
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=

1
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[
n(n+1)(2n+1)

6 − 1−
(

n(n+1)
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)]
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2

=
2n(n+ 1)(2n+ 1− 3)

6(n− 1)n(n+ 1)
=

2(n− 1)

3(n− 1)
=

2

3
.

gde smo iskoristili da va�i P (AB|H0) = P (AB|H1) = 0 i da za svako i = 2, 3, . . . , n va�i

P (AB|Hi) =
i

n

i− 1

n− 1
.

2. Neka je X broj osiguranika koji su u promatranom vremenskom intervalu uputili zahtev za
odxtetu osiguravaju�em druxtvu. Tada je X ∼ B(400, 0.01). Kako je np = 4000.01 = 4 < 10 i
n > 30, koristimo aproksimaciju binomne raspodele Puasonovom raspodelom sa parametrom
λ = np = 4.

(a) Sada je
P{X = 5} ≈ Fλ(5)− Fλ(4) = 0.78513− 0.62884 = 0.15629.

(b) Treba na�i broj k takav da je
P{X ≥ k} ≤ 0.05.

Kako je P{X ≥ k} = 1− P{X < k} ≤ 0.05, sledi

P{X < k} ≥ 0.95,

odnosno
P{X ≤ k − 1} ≥ 0.95.

Sada, iz F (k−1) ≥ 0.95, za n = 400 na osnovu aproksimacije Puasonovom P(4) raspodelom,
sledi k − 1 = 8, pa je k = 9.

3. Funkcija raspodele sluqajne veliqine Z je data sa

P

{
X

X + Y
≤ u

}
= P

{
X ≤ u

1− u
Y

}
=

∫ ∞

0

(∫ uy/(1−u)

0

λ2e−λxe−λy dx
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dy
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∫ ∞
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λe−λy
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1− e−λuy/(1−u)

)
dy =

∫ ∞

0

λe−λy dy −
∫ ∞

0

λe−λy/(1−u) dy

= 1− (1− u) = u, u ∈ (0, 1)



odakle sledi da sluqajna veliqina Z ima uniformnu U(0, 1) raspodelu, pa je EZ = 1
2 i

DZ = 1
12 . Da	e,

EWn = E

(
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)
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pa je

DWn = EW 2
n − (EWn)

2 =
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4n2
=
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12n2
.

Da bismo izraqunali koeficijent korelacije, treba jox da izraqunamo EZWn. Imamo da je

EZWn = E

(
Z

n∑
k=1

k

n
I {⌊nZ⌋ = k}

)
=

n∑
k=1

k

n
E (ZI {⌊nZ⌋ = k})

=

n∑
k=1

k

n

∫ 1

0

zI

{
k

n
≤ Z <

k + 1

n

}
=

n∑
k=1

k

n

∫ k+1
n

k
n

zdz

=

n∑
k=1

k

n

1

2

(
(k + 1)2

n2
− k2

n2

)
=

1

2n3

n∑
k=1

k(2k + 1)

=
1

2n3

n(n+ 1)(4n+ 5)

6
=

(n+ 1)(4n+ 5)

12n2

Prema tome,
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.

4. (a) Marginalna raspodela sluqajne veliqine X je data sa

fX(x) =

∫ 1

0

f(x, y)dy =

∫ x

0

3

2
xdy +

∫ 1

x

3

2
ydy =

3

2

x2 +
y2

2

∣∣∣∣∣
1

x

 =
3

4
(x2 + 1),

tj.

fX(x) =

{
3
4 (x

2 + 1), x ∈ (0, 1)

0, inaqe.

(b) Odredimo uslovnu funkciju raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 . Va�i da

je

P
{
Y ≤ y |X < 1

2

}
=

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
P
{
X < 1

2

} .



Imamo da je

P
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2
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=
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3

4
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1
2

0

=
13

32
.

Sada razlikujemo dva sluqaja.

• za y ∈
(
1
2 , 1
)
imamo da je

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
=

∫ 1
2
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dx

∫ x
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=
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8
y2 +
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32
,

• za y ∈
(
0, 1

2

)
imamo da je

P
{
Y ≤ y,X < 1

2

}
=

∫ y

0

dv

∫ v

0

3

2
vdx+
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dv
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y3 =
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.

Odavde sledi da je

P
{
Y ≤ y |X < 1

2

}
=

{
8y3+6y

13 , y ∈
(
0, 1

2

)
12y2+1

13 , y ∈
(
1
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)
.

Konaqno, za uslovnu gustinu raspodele sluqajne veliqine Y pri uslovu X < 1
2 va�i da

je

f
Y |X<

1
2
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
24y2+6

13 , y ∈
(
0, 1

2

)
24y
13 , y ∈

(
1
2 , 1
)

0, inaqe.


