Konstrukcija i analiza algoritama 2

NP kompletni problemi - priprema za ispitne rokove

Napomena: Zadaci koji slede reseni su detaljnije nego $to to ispit zahteva
jer su predvidjeni za ucenje i vezbu.

1. Klika je podgraf grafa takav da su u njoj svi ¢vorovi medjusobno povezani.
Problem klika glasi: Da li u datom grafu postoji klika veli¢ine k7 Nezav-
isan skup je podskup ¢vorova grafa takav da nikoja dva ¢vora iz tog skupa
nisu medjusobno povezana granom. Problem nezavisnog skupa glasi: Da
li u datom grafu postoji nezavisan skup veli¢ine m?

(a) (2 poena) Kakav je odnos izmedju ova dva problema?

(b) (2 poena) Dati pohlepan aproksimativni algoritam za problem pronala-
zenja maksimalne klike u grafu i njegov pseudokod.

(¢) (2 poena) Dati brute-force algoritam za problem pronalazenja na-
jveéeg nezavisnog skupa i njegov pseudokod.

(d) (4 poena) Pokriva¢ ¢vorova je podskup ¢vorova grafa takav da su
sve grane tog grafa incidentne barem jednom ¢voru iz tog podskupa.
Problem pokrivaca ¢vorova glasi: Da li za dati graf postoji pokrivac
¢vorova veli¢ine [7 Pokazati da je problem klika NP kompletan prob-
lem. Za svodjenje koristiti problem pokriva¢a ¢vorova.

RESENJE:

(a) Da bismo redukovali problem pronalaska klike veli¢ine & u datom
grafu G = (V, E) na problem pronalaZenja nezavisnog skupa u istom
grafu, potrebno je da posmatramo komplementarni graf datog G’ =
(V/,E") pri ¢emu je V' = V a u E’ se nalaze sve moguée grane
izmedju ¢vorova u V koje nisu prisutne u E.

e Ako postoji nezavisan skup veli¢ine k£ u komplementarnom grafu
G’, to implicira da nikoja dva od tih & ¢vorova nisu medjusobno
povezana granom u G’. Odatle, po nacinu na koji je G’ konstru-
isan implicira da postoji veza izmedju svaka dva od ovih ¢vorova
u G odnosno oni grade kliku veli¢ine k£ u grafu G.

e Sli¢no, ako postoji klika veli¢ine k u grafu G, to implicira da su
svaka dva od tih k ¢vorova povezana granom koja se nalazi u
G. Te grane se ne nalaze u G’ odnosno, u G’ nikoja dva od tih



(b)

¢vorova nisu povezana granom, te ovi ¢vorovi grade nezavisan

skup velicine k u grafu G'.
Posto se trazi pohlepan aproksimativni algoritam, ideja je da se
u svakom momentu bira ono $to se ¢ini kao najbolji izbor za taj
“lokalni” momenat, bez razmisljanja o kona¢nom ishodu. Posto je
nama cilj da pronadjemo maksimalnu kliku (a u klici su svi évorovi
medjusobno povezani), ideja koja se namece jeste da posmatramo
¢vorove sa §to veéim stepenom, jer Sto su vise povezani, veca je Sansa
da ¢e biti deo velike klike. Nakon §to sortiramo ¢vorove po ste-
penu opadajucée, idemo od ¢vora sa najveéim stepenom ka ¢vorovima
sa nizim stepenom, i dodajemo jedan po jedan po sledeé¢em kriter-
ijumu: da bi ¢vor bio dodat u potencijalno resenje, potrebno je da
bude povezan sa svim prethodno dodatim ¢évorovima. Sledi pseu-
dokod:

Algorithm 1 GreedyKClique

Require: Graph G = (V, E), integer k
Ensure: “YES” if a k-clique is found, otherwise “NO”
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. ordered_vertices < sort(V') by descending degree
:C+ o > Candidate clique
: for v € ordered_vertices do
if isAdjacentToAll(v,C) then
C+ CU{v}
end if
if |C| > k then
return “YES, clique of size k found”
end if
end for
. if |C] < k then
return “NO, k-clique not found by greedy approach”

: end if

Dati algoritam je aproksimacioni, tj. ne daje uvek tacno resenje, sto
se moze videti na slede¢em primeru:
Na pocetku ¢e u potencijalno resenje biti dodat centar zvezde (jer on
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ima najvedi stepen). Nakon toga ¢e se dodati ¢vor povezan sa centrom



zvezde koji ima najvedi stepen - gornji levi ugao kvadrata. Dalje, po
nasem algoritmu, trazimo sledeéi ¢vor sa najveéim stepenom povezan
sa oba ova évora. Ali takvog nema! Sto ée reéi, dobijamo da je na-
jveéa klika u ovom grafu veli¢ine 2, a to nije ta¢no resenje (kvadrat
sa dijagonalama je kompletan graf i u njemu je klika veli¢ine 4).

Najnaivniji moguéi brute-force algoritam koji mozemo da damo za
ovo je sledeéi: Naime, s obzirom da nam se trazi maksimalan neza-
visan skup ¢vorova u naSem grafu, mozemo da isformiramo sve pod-
skupove ¢vorova naSeg grafa i da proverimo za svaki da li su u njemu
medjusobno nezavisni ¢vorovi. Posto nam se trazi najveéi nezavisan
skup, mozemo da krenemo od najvec¢ih podskupova. Posto je brute-
force algoritam, mozemo i redom da ispitujemo, bez tog poboljsanja.

Algorithm 2 BruteForce_ MaxIndependentSet(G)

_ =
M =2

if

Input: Graf G = (V, E)
n <« |V|

best_set + @&

best_size < 0

for each S C V do

isIndependent (G, S) = true then
if | S| > best_size then

best_size + |S]

best_set <+ S
end if

end if

: end for

return best_set

(d) Ako problem pripada NP klasi, trebalo bi da poseduje polinomijalnu

prove- rljivost, odnosno u slu¢aju postojanja sertifikata (na primer u
ovom slucaju to bi bila klika od k ¢vorova), trebalo bi da mozemo
da proverimo ispravnost sertifikata u polinomijalnom vremenu (da
proverimo da li je dati skup od k ¢vorova dat kao klika zaista klika).
U kvadratnom vremenu mozemo da proverimo da li su svi ¢vorovi
iz potencijalne klike medjusobno povezani. Tako da je ovaj uslov
ispunjen.

Dalje, da bismo proverili da li je problem NP tezak potrebno je da
uzmemo neki za koji znamo ve¢ da je NP tezak i da ga u polinomi-
jalnom vremenu svedemo na na$ posmatrani. U ovom zadatku vec
nam je reSeno da treba svesti pokriva¢ ¢vorova.

Kada bi u grafu G postojao pokriva¢ veli¢ine ! (zovimo ga P) to bi
znacilo da imamo skup od [ ¢vorova sa kojima su svi ostali povezani
ivicama. Odnosno, ne postoji grana u G koja ima oba svoja ¢vora u
V\ P. Ako posmatramo komplement grafa G, G', onako kako smo ga



na pocetku definisali, mozemo da primetimo da su sve grane izmedju
¢vorova u V' \ P prisutne, odnosno imamo kliku veli¢ine n — [ gde je
n ukupan broj ¢vorova u V. Pitanje da li u grafu G imamo pokrivaé
veli¢ine [ svodi se na pitanje da li u grafu G’ imamo kliku veli¢ine
n—1.

2. Problem zbira podskupova glasi: Dato je n nenegativnih celih brojeva i
ciljna suma k, da li postoji podskup ovih brojeva takav da je njihova suma
jednaka k7?7

()

(2 poena) Problem particija glasi: Da li se dati skup brojeva S moze
podeliti na dva podskupa A i A =S — A tako da je zbir elemenata
u A jednak zbiru elemenata u A? Objasniti kako se problem zbira
podskupova moze svesti na problem particija.

(2 poena) Pokazati da problem particija ima resenje akko problem
zbira podskupova ima resenje.

(2 poena) Objasniti neki aproksimacioni algoritam za problem zbira
podskupova.

(4 poena) Odrediti aproksimacioni faktor za algoritam pod c, i
napisati njegov pseudokod.

RESENJE:

(a)

Neka je S skup svih nenegativnih celih brojeva koje posmatramo
i neka je M suma svih elemenata u skupu S. Dodaéemo element
M — 2%k uskup S i tako dobiti novi skup S’. Pokaza¢emo da S’ ima
podelu na dva jednaka dela (po zbiru elemenata) akko u originalnom
skupu S postoji podskup brojeva ¢ija je suma jednaka k.

Pretpostavimo da se S’ moze podeliti na dva dela tako da su sume
tih delova jednake. Element M — 2 % k mora biti u jednoj od te dve
polovine, na primer u 77. Suma elemenata u 77 mora biti jednaka
1/2% (M + M —2xk) (M je bila suma svih elemenata u S pa je suma
svih elemenata u S’ jednaka M + M —2x k). Odatle sledi da je suma
elemenata u 7" jednaka M — k. Izbacivanjem elementa M — 2  k
iz T' dobijamo elemente iz originalnog skupa S ¢ija je suma jednaka
M-—k—(M-2xk)=k.

Pretpostavimo da S ima podskup elemenata (zovimo njihov skup T')
¢ija je suma jednaka k. Onda je suma preostalih elemenata jednaka
M — k. Kada tim elementima u T priklju¢imo element M — 2 x k,
dobijamo skup T’ ¢ija je suma elemenata jednaka M — 2 x k + k =
M — k. Ovim smo skup S’ ¢ija je suma M + M —2xk =2x (M — k)
podelili na dve polovine sa jednakim sumama.

Neka je S = {a1,as, ..., a,}. Jedna moguénost za aproksimativni al-

goritam je na primer da sortiramo sve elemente po veli¢ini opadajuce,
a potom prolazimo redom od najveéeg ka najmanjem. Potencijalno



reSenje postavimo na 0 na pocetku i na njega dodajemo elemente
redom koji mogu da stanu.

(d) U nastavku je pseudokod:
Require: Niz {a1,as, ..., a,} nenegativnih brojeva; kapacitet (ciljna
suma) k.
Ensure: Podskup R C {a1,...,a,} ¢iji je zbir < k
1: Sortiraj niz a u opadajuéem poretku tako da a; > as > -+ > an,.
2: zbir < 0 // Trenutna suma izabranih elemenata
3: R o // Izabrani elementi
4: for i < 1 to n do
5: if zbir + a; < k then
6 zbir < zbir + a;
7 R+ RU {al}
8 end if
9: end for
return R

Dva sluc¢aja su mogla da nastupe. Jedan je da je R = S i u tom
slucaju se u promenljivoj zbir nalazi suma svih elemenata iz S, koja
je ili jednaka k ili manja od k Sto se lako moze utvrditi. Drugi,
netrivijalan slucaj, jeste da neki element nije mogao da stane u zbir.
Neka je a; prvi takav element. Svi elementi pre njega a1, as,...,a;-1
su stavljeni u potencijalni zbir i veéi su od njega. zbir +a; > k
jer da je bilo manje ili jednako k, a; bi bio dodat u zbir. Element
a; je sigurno manji ili jednak od k/2 (jer da nije zbir bi veé bio
veéi od k, jer su elementi stavljeni u zbir veéi od a;). Ako bi i
zbir bio manji ili jednak od k/2 tada bi bilo ispunjeno da je zbir +
a; < k/2+k/2 = k i mogli bismo da dodamo a; u zbir. Dakle,
zbir veé¢ zadovoljava nejednakost zbir > k/2. S obzirom da ¢emo
potencijalno dodati neke nenegativne elemente, zbir moze samo da
se poveca, te ¢e ovakva nejednakost nastaviti da vazi. Mi pokuSavamo
da maksimizujemo zbir brojeva, a da on ne predje vrednost k. Dakle,
ovo je maksimizacioni tip aproksimativnog algoritma (procitati donji
tekst), te je faktor jednak 2 (jer je k/zbir < 2).

Aproksimacioni algoritmi i aproksimacioni faktor: Aproksimacioni
algoritam garantovano ima polinomijalno vreme izvrSavanja, ali nam ne
garantuje da ¢emo dobiti najbolje reSenje. Pretpostavimo da radimo sa
algoritmom gde svako potencijalno reSenje ima neku cenu, i zelimo da
se §to vise priblizimo optimalnoj ceni. U zavisnosti od tipa problemo,
mozemo da trazimo minimalnu ili maksimalnu optimalnu cenu. Ako algo-
ritam postize aproksimacioni faktor P(n) zovemo ga P(n)-aproksimacioni
algoritam. Za maksimizacione probleme gde je 0 < C < Cx i C cena
nadjenog resenja, a Cx cena optimalnog resenja, odnos C * /C je aproksi-
macioni faktor. Za minimizacione probleme gde je 0 < Cx < C odnos
C'/Cx je aproksimacioni faktor.



3. Pogadjajuéi skup: Neka je C kolekcija skupova. H je pogadjajuéi skup za
C ako ima neprazan presek sa svakim skupom iz kolekcije C'. Pogadjajuéi
skup H je minimalan ako bi uklanjanjem bilo kog elementa iz njega, H
prestao da bude pogadjajuci. Pogadjajuéi skup najmanje kardinalnosti je
najmanji pogadjajuéi skup. Problem najmanjeg pogadjajuceg skupa glasi:
Neka je data kolekcija skupova C', odrediti najmanji pogadjajuéi podskup
za C.

(a) (2 poena) Za skup C = {{1,4,5},{1,2,3},{2,6,7},{1,3,7}} dati
primer jednog minimalnog pogadjajuc¢eg skupa i jednog najmanjeg
pogadjajuceg skupa.

(b) (3 poena) Dati naivan priblizan algoritam i oceniti njegov faktor
aproksimacije u sluc¢aju da su svi skupovi u kolekciji C' kardinalnosti
3. Osmisliti primer u kome ovaj algoritam daje pogadjajuci skup koji
nije najmanji.

(¢) (3 poena) Dati jedan pohlepan i jedan randomizovan aproksimativni
algoritam za ovaj problem.

(d) (2 poena) Problem pokrivanja skupova glasi: Data je kolekcija
skupova S, izabrati najmanji moguéi broj skupova iz ove kolekcije
tako da se svaki element svakog skupa iz S nalazi u nekom od odabranih
skupova. Pokazati da su problem pokrivanja skupova i problem naj-
manjeg pogadjajucéeg skupa sustinski isti.

RESENJE:

(a) Primer jednog minimalnog pogadjajuceg skupa je H = {4,6,3}. Ako
bismo uklonili 4 skup {1,4, 5} ne bi bio pogodjen. Ako bismo uklonili
3 skup {1, 3, 7} ne bi bio pogodjen. Ako bismo uklonili 6 skup {2, 6, 7}
ne bi bio pogodjen. Najmanji pogadjajuéi skup je {1,7}. Iz ovog
vidimo da nije svaki minimalan pogadjajuéi skup najmanji. Ali svaki
najmanji jeste minimalan. Kada ne bi bio, mogli bi da izbacimo neke
elemente i dobijemo manji pogadjajuéi skup, sto je kontradikcija sa
tim da je najmanji.

(b) Neka je S broj razli¢itih elemenata u uniji ponudjenih skupova. Mozemo
da krenemo redom po skupovima i za svaki koji nije pokriven iz-
abranim elementima, dodamo jedan element iz tog skupa u izabrane
elemente. U najgorem slucaju, svi izabrani elementi su iz S, tako da
je njihov broj ogranicen sa kardinalnoséu od S. Sa druge strane, op-
timalno resenje ne moze da ima manje od |S|/3 elemenata, jer svaki
element optimalnog reSenja moze da bude jednak jednom od tri ele-
menta u podskupu (prvom, drugom ili treéem). Tada je aproksima-

cioni faktor lg‘s/\?) =3

Neka je C = {{1,2,3},{1,4,5},{1,4,7}}. Ocigledno je najmanji
minimalni pogadjajuéi skup jednak {1}. Medjutim, posto naivni al-
goritam proizvoljno bira element da pokrije skup koji je po redu, on



¢e na primer da iz prvog {1,2,3} izabere 2, iz drugog 4, a iz treceg
nece da bira jer je tre¢i pokriven sa 4.
Pohlepan aproksimativni algoritam: Sortiramo elemente po broju
skupova koje pokrivaju. Biramo od najveéeg ka najmanjem sve dok
ne pokrijemo sve skupove.
Randomizovan aproksimativni algoritam: Naivni algoritam koji smo
imali u prethodnoj tacki moze se lako pretvoriti u randomizovani,
ako na sluc¢ajan nacin biramo elemente kojima zelimo da pokrivamo
nepokrivene skupove. Takodje, postoji mogucénost slozenijeg algo-
ritma ako po nekoj formuli izra¢unamo verovatnoce odabira pojedinih
elemenata i biramo ih u skladu sa tim verovatnoc¢ama.
Neka je U skup elemenata koji se javljaju u skupovima F = {Fy, Fs, ..
problema pogadjajuceg skupa. Za svaki element iz U definisemo na
slededi nacin skupove S, = {F;|u € F;}. Stavimo da je S = {S,|u €
U} i sada resavamo problem pokrivanja skupova.
Pokazimo da je H C U pogadjajuéi skup za F ako i samo ako odgo-
varajuca kolekcija

{Su|ue H}

pokriva X = F.
(1) Ako je H pogadjajuéi skup:
Za svaki F' € F postoji u € H takav da je u € F. Ali to znaci da je
F eSS, zataju,
gdje je
Sy={FeF|uecF}.
Stoga, unija svih takvih S, za u € H pokriva ¢itavo F:

U s.=7~

ueH

Dakle, izbor
{S, |ue H}

predstavlja pokrivanje skupa F.
(2) Ako {S, | u € H} pokriva F:
Za svaki F' € F postoji barem jedan u € H takav da
FebS,.
Po definiciji skupa S, to znaci da je u € F'. Time se dobija da
HNF# o zasvaki F € F,

tj. H je pogadjajuéi skup za F. Ova dvosmerna implikacija pokazuje
da pronalazenje najmanjeg pogadjajuceg skupa u instanci (U,F)
odgovara pronalazenju najmanjeg pokrivanja skupa u instanci (X, S).
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