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Simpleksi, simplicijalni kompleksi,
triangulacije itd.

Ja sam simpleks trouglaste senke
Smerni atom vaskolikog Mira
Konveksnosti drevne propovednik
Plod zanosa krede i lewira.
..................................................
Simpleksna su sad do{la vremena
Simpleksu se skandira i svira
Broj i Simpleks dva stra{na simbola
Koji od wih Mirom dominira!?

CGTA seminar

U romanu �Nepobedivi�, Stanislav Lem (autor Solarisa), suprotstavqa
organskom svetu baziranom na ugqovodonicima mehani~ki svet baziran na
�simpleksima� koji poput mehani~kih insekata formiraju �rojeve� (simpli-
cijalne komplekse!).

Analogija sa organskim svetom je sasvim jasna s obzirom da nejjednostavniji
ugqovodonikmetan imaformu 3-dimenzionalnog simpleksa (tetraedra). Dakle
simpleks zaista jeste �smerni atom�koji formira slo`ene geometrijske forme.



Simpleks definisan kao konveksni omota~ skupa afino nezavisnih ta~aka,

σ = conv{a0, a1, . . . , an} = {λ0a0+ . . .+λnan | λj ≥ 0, λ0+ . . .+λn = 1}

ima dve prirodne koordinatizacije. Prvi sistem koordinata su baricentri-
~ne koordinate λ0, λ1, . . . , λn. S obzirom na uslove λj ≥ 0 i λ0 + . . . + λn = 1

l
1

m
1

l
2

m
2

l
3

m
3

l
4

m
4

l
5

m
5

l
6

m
6

l
0

ovi brojevi se prirodno interpretiraju kao du`ine malih intervala dobijenih
podelom jedini~nog intervala [0, 1] uz pomo} deonih ta~aka µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn

gde je

µ1 = λ0, µ2 = λ0 + λ1, . . . , µn = λ0 + . . . + λn−1.

Na taj na~in se uspostavqa bijekcija izme|u skupova An i Bn,

An = {λ ∈ Rn+1 | λj ≥ 0, λ0+. . .+λn = 1} Bn = {µ ∈ Rn | 0 ≤ µ1 ≤ µ2 ≤ . . . ≤ µn}

i sistem brojeva µ1, . . . , µn daje koordinate koje zovemo ure|ene koordinate.

Poznata elementarnaAbelovatransformacija (diskretnaformula �parcijalne
integracije�) daje nam jednakost

λ0a0 + λ1a1 + . . . + λnan = µ1b1 + µ2b2 + . . . + µnbn + an

gde je b1 = a0 − a1, b2 = a1 − a2, . . . , bn = an−1 − an.
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Lema o muwi: Neka su c1, c2, . . . , cn linearno nezavisni vektori u Rd i neka
je p ∈ Rd proizvoqna ta~ka. Neka je L ⊂ Rd izlomqena linija (muwa) koja
polazi iz p ~ija su ostala temena p + c1, p + c1 + c2, . . . , p + c1 + . . . + cn. Tada je
konveksniomota~σ := conv(L) simpleks i svakawegova ta~kax ∈ σ je pogo|ena
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jedinstvenom �muwom�Lν za neke parametre 1 ≥ ν1 ≥ ν2 ≥ . . . ≥ νn ≥ 0, tj. va`i
jednakost

x = p + ν1c1 + ν2c2 + . . . + νncn.

Definicija: Razbijawe geometrijske forme na simplekse koji pravilno nale`u
jedan na drugi naziva setriangulacija. Ka`emo da simpleksi pravilno nale`u
jedan na drugi ukoliko su ili disjunkti ili se seku po zajedni~koj strani.

Zadaci

1. (Triangulacija kuba)
Neka je Sn skup svih permutacija skupa [n] = {1, 2, . . . , n}. Svakoj permutaciji
π ∈ Sn dodelimo simpleks

σπ := conv{0, eπ(1), eπ(1) + eπ(2), . . . , eπ(1) + eπ(2) + . . . + eπ(n)}.

Dokazati da familija {σπ}π∈Sn defini{e jednu triangulaciju jedini~nog kuba
[0, 1]n ⊂ Rn tj. da va`i,

(1) [0, 1]n =
⋃

π∈Sn
σπ;

(2) Dva razna simpleksa σπ1 i σπ2 su ili disjunktna ili se seku po
zajedni~koj strani.

Uveriti se da je σπ mo`e ekvivalentno opisati kao skup re{ewa sistema
nejedna~ina

0 ≤ xπ(1) ≤ xπ() ≤ . . . ≤ xπ(n−1) ≤ xπ(n) ≤ 1.

2. (Triangulacija proizvoda dva simpleksa)
Iskoristiti �Lemu o muwi�za dokaz da se proizvod dva simpleksa ∆p i ∆q

mo`e triangulisati tako da svakom simpleksu odgovara desno-gore neopadaju}a
putawa u {ahovskoj tabli dimenzija p× q.

3. Za svaki n ∈ N odrediti k, 1 ≤ k ≤ n, tako da zapremina poliedra

Pn,k := {x ∈ [0, 1]n | x1 ≤ x2 ≤ . . . ≤ xk ≥ xk+1 ≥ . . . ≥ xn}

ima najve}u vrednost.
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4. Da li se jedini~ni kub [0, 1]n mo`e triangulisati bez dodavawa novih temena
na strogo mawe od n!, n-dimenzionalnih simpleksa.
5. Da li se svaki konveksni politop mo`e triangulisati bez dodavawa novih
temena!?
6. Generalisati tvr|ewe iz zadatka 2 na slu~aj proizvoda nekoliko simpleksa.
7. Svakom kona~nom parcijalno ure|enom skupu P dodeqen je simplicijalni
kompleks ∆(P ) ~ija su temena elementi od P a simpleksi su svi lanci u P .
Lanac L ⊂ P je po definiciji podskup oblika L = {x0 ≺ x1 ≺ . . . ≺ xk}.
Dokazati da va`i

∆(P ×Q) ∼= ∆(P )×∆(Q).

Uveriti se da su i zadatak 1 i zadatak 2 specijalni slu~ajevi ovog tvr|ewa.
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