Maremarunukn ¢akxyinrer y beorpamy

CrynmeHTCKO TaKMUUEHme n3 MaremMaruke, 25.04.2015.

MAT® 2015.

Ha Marematnuxkom ¢parynrery y Deorpany y cy6ory 25.04.2015. je oap:KaHO CTYIEHTCKO TaKMUUEH€
n3 MaTeMatuke. HakoH onjyke na ce opraHmsyje TaKMUYEHe XaKaTOH, NOILIO je N0 WHUNUjaTUBE na Ce
OpPraHmu3yjy u TAKMUYEHa U3 MPOrPAMUPAkbA U MATEMATUKE.

OBe roause je TakMUUEH€ U3 MaTEMAaTUKe OPIaHM30BAHO CAMO 3a YYEHUKE IIPBE ABE MOAUHE (aKyJITeTa.
Y wu3bopy 3anaraka u/uau nperaeny ydecrtBosBasuu cy Mwuman Kueskesuh, Bopbe Kprunuh u Bopan
ITerpoBuh, a TakmMuumio ce 6 cTymeHaTa IpBe U APYyTre T'OIUHE:

1. JIykuh Karapuna, MM 6/13
. I'p6uh Bpanko, MM 53/14
. Opobwar Hyman, MM 43/14

2

3

4. Ilepuh Hukona, MP 28/14

5. Cranrkosuh Credpan, MM 26/14
6

. Crorknh Makcum, MM 120/14

u pemaBaau 6 3amaTaka. 3aJaly U pellemna ce MOTy Halln y HaCTaBKY TEKCTA.
Hakon omp:raHOr TakMUUema KOMUCHja je TIperienaja panoBe u mporjiacuia Hajoosme crymente. Ha-
rpabenu cTynenTu cy:

Ilpobmwax lyman, I marpana
Jlyrkuh Karapuna, II marpana

Croxkuh Makcuwm, III marpana

Hamamo ce ma he takmuueme mompumeTu na ce moBeha HMBO 3HaWma KO CTyaeHaTa, ma Hehe ocratu
CaMO Ha OBOTOWIIELEM U3Aaky U fa he HapeTHuX roauHa 6utu Behe 3auHTEepEeCOBAHOCTU U KO CTYACHATA
U KOJ HACTaBHOI 0CObJbha.

Ha xpajy xopucTuUMO NPUINKY Oa C€ 3aXBAJUMO MHUINjATOPUMA, CIOH30PUMAa, KAa0 U JLYIUMA KOJU CYy
HOTIIOMOTJIM OPTaHU3aNNjy TakMudema (Ipe cBera KojeraMa ca KaTeape 3a PadyHapCTBO).



Maremarunukn ¢akxyinrer y beorpamy

CryneHTCKO TaKMUUEHme n3 MareMaruke, 25.04.2015.
mitaba kaTeropuja

1. Heka je V eykaumcku BEKTOPCKU TmpocTOp aumen3duje n > 1 u H xuneppasan y V. IlokazaTtu uau
ONIOBPTHYTU:

noctoju n + 1 BekTtopa y V, Koju cy cBu ca ucre crpane xumeppasuu H u xoju mebhycobuo
3aKjlanajy Tyle yTJIOBe.

(oo}
2. Hexka je (an)n>1 HA3 HEHETATUBHUX PEaHUX OpOjeBa, TAKO Ha je E an < 00 U HEKa je S, = g ay.
n=1 m|k

OmpenuTy cBe HM30BE 3a Koje Baxku S1 = mS,, 3a cBako m € N.

3. Heka je f: R — R gBa nyrta mupepennujabuana ¢pyaxnuja. Axo Basknu |f”(z)] < 2 3a csako z € (0,1),
norazatu na je |f'(z)| <|f(1) — f(0)| +1 3a cBako z € (0,1).

4. Heka cy A,B € M,(C) rarse na je det B # 0, AB = BA un |det(A + wB)| = 1 aro je |w| = 1.
ITokazatu na je A" = 0. Basku au tBpheme 6e3 mpernocTaBre 0 KOMYTATUBHOCTU !

5. Hexka je (G,+) ronmauna AGenosa rpymna, n(G) 6poj menux enemenara, a p(G) 6poj pasnanuuTux
bunapaux omeparuja o Ha G, Taksux xa je (G,+,0) IPCTEH ca je AUHUIIOM.

(a) Ha mu mocroju (Gk)ken Tako ma je lim n(Gr) _ 07?

k—o0 p(Gk
(G

))
. .o n(Gy
|

(6) Ha au nocroju (Gg)ken TAKO ma je Jim o(Gr)

= o0?

6. Hera je f: R — [0,00) mepuonnuna Henpernana QyHknuja, nepuoga 1. lokazarm na je

b [ F(2) f(nz)dz = ( /O 1 f(x)dx)Q.

n— oo 0

Bpewme 3a pan: 4 cara
Csaku 3amarak spenu 10 moena



MAT® 2015.

Pemema 3amaraka

1. Heka nocroju TpaskeHu u3bop BEKTOpa M HEKA Cy TO BEKTOPU U1,V2,...,Un41. IAKO BEKTOpa nMa
n+1 n+1

BUIIE OJ AWMEH3Mje IPOCTOPa, OHU Cy JMHeapHO 3aBucHU. Heka je Z Av; =0, roe je Z )\? # 0, n HeKa
i=1 i=1
jeI={i|\ >0}, J={1 n+1}\I. Cuemn u = Zulvl = Z,u'v- rme je pu; = { iy axo je i €l
1 = i yc . (a2 1Y 7 _)\i’ aKOjeiEJ
i€l e
n+1
v Baku L; > 0 3a cBako ¢ € {1,...,n+ 1}, kao u Zuf # 0. Ilo ycaosuma samatra ciaemu 0 < (u,u) =
i=1
Z Wift; (v, v;) <0, ma je u=0.
ijel
Axo je v HopMaJsiHU BekTOp xuneppasuu H, koju oapebyje crpamy Te XI/IHeppaBHI/I ca Koje Cy TpasKeHUu
BekTOpU, OHHA je (v,v;) > 0 3a cee i € {1,2,...,n+ 1}, na caequ 0 = (u,v) Zuz v;, V), ma je p; =0 3a

i€l
n+1

i € I. Awnasorno je u; = 03a i € J, mTo je KOHTPAIUKIAjA CA Z p? # 0, ma cieam ma He HOCTOJU TPaKEHN
i=1
n300p BEKTOPA.
o0
2. Pen S; = Z Gy, je KOHBEPIeHTAH W Ca MO3UTUBHUM UJAHOBUMA, T4 je U AlCOJyTHO KOHBEPTEHTAaH,
n=1
Kao U pen Zak 3a 6umio xoje m € N, ka0 u KOHAUHA JUHEpaHA KOMOMHANUja OBakBUX penosa. Cienu

ml|k

o0 J
na ce y peny S = Zan + Z[(—l)k Z ( Z an)] (rme cy p1 < ... < pj IPBUX j OPOCTHX
n=1 k=1 161 < <ik<F Py -eeopig, 0

6pojeBa) Moxe MEHATH HOpPEIak cabupama. YKOIUKO { HUje NeJLUB HU Ca jJeOHUM OX p1 < ... < p;, WIAH
a; ce y S jaBma TauHo jemHOM (caMO y IPBOM Dely); MHAUE, aKO je JeJbUB Ca TAYHO M O OBUX IPOCTUX

m
m
OpojeBa, HAKOH MEHAakha MOPETKA cabupama KOePUIMjeHT y3 Taj Ywian he Outu Z(l)k< ) = 0. Cunemn

k
k=0
o0
maje0<< S—a; = Z Pr < Zam+k, rae cy p1 < ... < p; OpBUX j OpocTux OpojeBa, a m > 1 HajMamu
p1-..-Djitk k=0
o0
npupoaaH Opoj KOju HUje AEJLUB Ca HEKUM OX Pi,...,P;. Kako m — 00 Kamx j — 00 U Kako ZamH? — 0
k=0

kax m — oo (pex S; je komsepreuras), ciaemu na S — a; kang j — oo. Ca mpyre crpase, IO yCJIOBAMa
J J

1 1

3azmaTka ciaemu S = S; + Z[(—l)k Z <7 : Sl)} =5 H (1 - —) — 0 gax j — oo (jep

Piy - Di

k=1 1<i1<...<ip<J k k=1 Pj

= 1
je — =0), na je a; = 0.
,;pk ’

oo oo
Ako je n HajMaBmU WHAEKC 3a KoOju je a, # 0, by = anx 328 k € Num € N, crenn E bk = E Amnk =
k=1 k=1
oo oo oo oo
—_ E ay = E Al = E br, Tj. pen E by 3am0BOJABA yCIOBE 3aMaTKe, M4 [0 MPETXOIHOM CJIe I
k=1 = k=1 k=1

0=0b; =a,. U3 1:[061/1JeHe KOHTpaﬂMKumje ciaenu ma je jeauHUu pen KOju 3aI0BOJbaBa YCJIOBE 3adaTKE PE
3a kKoju je a, = 0 3a cBaro n € N.

3. Axo je z,t € [0,1], no ycaosuma 3anmatka je f(t) = f(z) + f'(z)(t — z) + f - (t — )% 3a mexo &

msmeby x u ¢, na (xako je |f”(£)| <2 3a cBaro £ € (0,1)) cnemm |f(t) — f( )= (= )(t—x)| < (t—1x)2

Crentmjasno, 3a t = 0, ogmocuo t = 1, ciemu | f(0) — f(x) + f'(2)2| < 22, ommocno |f(1) — f(z) + f'(z)(x —

1)] < (1 —2)%. Karo je makcumym ¢pymrmaje z2 + (1 — )% ma [0,1] jenmax 1, 3a caro x € (0,1) Baskn
122+ (1 -2 > [f(1) = f@)+ @)= 1| +][f(0) = f(z) + ['(z)a]

() = £@) + (@)@ = 1) = (F0) = f(@) + f (@)z)

|(7(1) = £(0) = £/@)| = 1) = 171) = FO).

WV



4. Uzpa3s p(w) = det(A+wB) je monmuuom crenena majsume n. Axo je p(w) = a,w™+...+ag, 3a |w| =1
caemu 1 = |det(A+wB)|? = (apw™+...40a0) anw™ + ... + ag = (apw™+...4a0) (@&0"+...+a) = (aw"+...+
ao) (@n- == +...4+a), ma je w" = (a,w"+...+ap) (@Gw"+...+@,). Kako je mocrenme raumo 3a cse |w| =1
(Beckonauan ckym), oBa (IOJMHOMCKA) BE3a je MACHTUTET, na ciaenu w” = (a,w™+...4ag)- (Gow" +. .. +ap).
IIpurom je a, = det B # 0, na je (u3jemnavyasameM Koepuimjenara) apgd, = 0 = ag = 0 (koepuimjent y3
W), a1@y, + agly—1 = a1@, = 0 = a1 = 0 (koepunujent y3 w'); ako je k <numag=...=ay_1 =0 cremm
apln+ ...+ a0ty g1 = arG, = 0 = ap = 0 (koedummjent y3 wk). Cremm ag = ... =a,_1 =0, ma je |a,|?> =1
(roedumujent y3 w"), Tj. det(4A + wB) = a,w™ = det B - w"™ u upurom je |det B| = 1.

Cnemu det B-w" = det(A+wB) = det((AB™! +w)B) = det((—AB™!) —w) - (—1)"-det B, a kako MaTpuna
MOHUTITaBa CBOj KapakTepucTudnn mosaunom, caemu 0 = det B - (—AB~1)"; 360or koMmyTaTuBHOCTM Ciequ
0=detB-B™"- A", a rako je B perynapua, ciemu A™ = 0.

Axo cy A= (aij)ij=1 m B = (bi ;)i ;- nepummcanm ca

a--:{ 1, akojei=j=n b _:{ 1, arkojei=j—1wmmnm (¢,5) = (1,n)
“J 0, wunaue “J 0, wunHaue ’

canemu A" = A # 0 u det(A + wB) = w", na tepheme He Basku Ge3 NPETIOCTABKE O KOMYTATUBHOCTH.

1° H = Zso[z]/(2?> + z + 1) (mome ca 4 enemeHTa), Tj. CTPYKTYPa y KOjoj je MHOKEH:€ AATO Ca
. ‘ 0 a b ¢
0/0 0 0 O
al0 a b ¢ (a=1,b=2x,¢c=x+1); upurom, cBaku ox 3 HeHyna enemeHTa (Zz,+) X (Za,+)
b0 b ¢ a
c|0 ¢ a b

Moske urpatu ynory jemuaune (a) (tj. H n (x 4+ 1)H cy upcTeHu ca jeImHUIOM y KOjuMa Cy ¢ u b,
penoM, jemuHure);

2° Zs[z]/(2? + x) (msomopdma ca (Zg,+,:) X (Za,+,-)), Tj. CTPYKTYpa y KOjoOj je MHOMeHe maTo ca

0 a b ¢
0j]0 0 0 O
al0 a b ¢ (a=1Lb=zc=xz+1)
b0 b b O
c|0 ¢ 0 ¢
10 a b ¢
0/0 0 0 O
3° Zg[x]/(x? + 1), Tj. cTPyKTypa y K0joj je MHOeme mato ca a |0 a b ¢ (a=1,b=z,c=x+1).
b0 b a c
c|0 ¢ ¢ 0

Iakne, na G ce CTPpYKTypa IOPCTEHA Ca jeAMHUIIOM MOke yBectu Ha Bume on n(G) = 4 mauuna (Tj.
p(G) = 5).

Axo cy (G1,+1,1) u (Ga,+2,-2) upcrenu ca jemuauioM, oana ce Ha G X Gy MOKe YBECTU CTPYKTYpa
npcTeHa ca jemuHUNOM (3a ap,as € Gy, by, by mepunume ce (a1,b1) +¢,xc, (a2,b2) = (a1 +1 b1,a2 +2 b2) n
(a1,b1) "Gy xG, (a2,b2) = (a1 -1 b1, a2 -2 ba); ako cy i1 u iz jemuanunu enxementu G; m Ga, pemoMm, oHna je
npu OBako AeduHUCAHUM omeparujama (i1,49) jemuaudnu enement Ha Gy X Gg; mputoM, ako je (+1,-1) #
(+2,2), mobujajy ce paszmumumre cTpykrype Ha Gi X Go). Cuemn Baxm n(GF) = 4% u p(GF) > 5%, na je

k k k
;L((gki < (%) — 0 kam k — 0o, omakie je leIgO ;L((gki =0

Axo je p mpoct 6poj, (Zy,+p,-p) uMa p — 1 ayromopdusama (TO Cy NPECIUKABABA T — AT 38 CBAKO
a # 0). Tarobe, ako je (p,q) =1, cremu Aut(Zpq = Aut(Z, x Zy) = Zp_1 X Zg—1, ma axo cy p1 < ... < Dy

0<

. n(Gn) 1T _Pi . n(Gr)
IPBUX N IPOCTUX IpuponHux O6pojeBa u Gy = Zy,.. .p,, Clenu = , ma je lim =
oo p(Gn) 11 pi—1 koo p(Gr)
o0 oo
1 L 1
H [T = (jep je Z—zoo).
k=1 Pk k=1 Pk
6. Kako je f mempermmna, NOCTU:KE MAKCUMyM M MUHUMYM Ha [@ , %] 3a cBako k € {1,...,n}. Hera

4

n
cy (Heke onm) Tadaka y KOJUMa C€ HOCTWRY Gnk U bp g, Tj. Baxku f(an k) < f(t) < f(bni) 38t € [ .



t Rt
G bk € [551, 5] Bat € k= 1,k] caremn f(an i) F(5) < £() F(0) < S Bui) (D), HaJe/ 7(=) s =
n k—1 n
k
flenk) f(t)dt 3a HEKO Cp ) € [% , %}, jep je f HeHeraTWBHA U HEIPEKUIHA.
k—1

k 1
Kaxro je f mepuommuna ca mepuomom 1, 3a cBako k € N je ft)de :/ f(t)dt, ma caemu
k—1 0

' = nx " Dok
I e I T VO Sy o
. > fenn) L
2 S k:fa)dt:’“—lnk- [ swar ([ soa)

f(cn,k)

jep je —— . MHTerpajHa cyma ¢yurumje f (koja omrosapa momenu marepsaia [0,1] ma n unre-

=
10

pBasa jenHake myskuHe u m3bopy Mmebyrauara (cnk)7_;).



