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Na Matematiqkom fakultetu u Beogradu u subotu 25.04.2015. je odr�ano studentsko takmiqeǌe
iz matematike. Nakon odluke da se organizuje takmiqeǌe Hakaton, doxlo je do inicijative da se
organizuju i takmiqeǌa iz programiraǌa i matematike.

Ove godine je takmiqeǌe iz matematike organizovano samo za uqenike prve dve godine fakulteta.
U izboru zadataka i/ili pregledu uqestvovali su Miǉan Kne�evi�, �or�e Krtini� i Zoran
Petrovi�, a takmiqilo se 6 studenata prve i druge godine:

1. Luki� Katarina, MM 6/13

2. Grbi� Branko, MM 53/14

3. Drobǌak Duxan, MM 43/14

4. Peri� Nikola, MR 28/14

5. Stankovi� Stefan, MM 26/14

6. Stoki� Maksim, MM 120/14

i rexavali 6 zadataka. Zadaci i rexeǌa se mogu na�i u nastavku teksta.
Nakon odr�anog takmiqeǌa komisija je pregledala radove i proglasila najboǉe studente. Na-

gra�eni studenti su:

Drobǌak Duxan, I nagrada

Luki� Katarina, II nagrada

Stoki� Maksim, III nagrada

Nadamo se da �e takmiqeǌe doprineti da se pove�a nivo znaǌa kod studenata, da ne�e ostati
samo na ovogodixǌem izdaǌu i da �e narednih godina biti ve�e zainteresovanosti i kod studenata
i kod nastavnog osobǉa.

Na kraju koristimo priliku da se zahvalimo inicijatorima, sponzorima, kao i ǉudima koji su
potpomogli organizaciju takmiqeǌa (pre svega kolegama sa katedre za raqunarstvo).
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1. Neka je V euklidski vektorski prostor dimenzije n > 1 i H hiperravan u V . Dokazati ili
opovrgnuti:

postoji n + 1 vektora u V , koji su svi sa iste strane hiperravni H i koji me�usobno
zaklapaju tupe uglove.

2. Neka je (an)n>1 niz nenegativnih realnih brojeva, tako da je
∞∑
n=1

an <∞ i neka je Sm =
∑
m|k

ak.

Odrediti sve nizove za koje va�i S1 = mSm za svako m ∈ N.

3. Neka je f : R→ R dva puta diferencijabilna funkcija. Ako va�i |f ′′(x)| 6 2 za svako x ∈ (0, 1),
dokazati da je |f ′(x)| 6 |f(1)− f(0)|+ 1 za svako x ∈ (0, 1).

4. Neka su A,B ∈ Mn(C) takve da je detB 6= 0, AB = BA i |det(A + ωB)| = 1 ako je |ω| = 1.
Dokazati da je An = 0. Va�i li tvr�eǌe bez pretpostavke o komutativnosti?

5. Neka je (G,+) konaqna Abelova grupa, n(G) broj ǌenih elemenata, a p(G) broj razliqitih
binarnih operacija ◦ na G, takvih da je (G,+, ◦) prsten sa jedinicom.

(a) Da li postoji (Gk)k∈N tako da je lim
k→∞

n(Gk)

p(Gk)
= 0?

(b) Da li postoji (Gk)k∈N tako da je lim
k→∞

n(Gk)

p(Gk)
=∞?

6. Neka je f : R→ [ 0,∞) periodiqna neprekidna funkcija, perioda 1. Dokazati da je

lim
n→∞

∫ 1

0

f(x)f(nx)dx =

(∫ 1

0

f(x)dx

)2

.

Vreme za rad: 4 sata
Svaki zadatak vredi 10 poena
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Rexeǌa zadataka

1. Neka postoji tra�eni izbor vektora i neka su to vektori v1, v2, . . . , vn+1. Kako vektora ima

vixe od dimenzije prostora, oni su linearno zavisni. Neka je
n+1∑
i=1

λivi = 0, gde je
n+1∑
i=1

λ2i 6= 0, i neka

je I = {i |λi > 0}, J = {1, . . . , n + 1} \ I. Sledi u =
∑
i∈I

µivi =
∑
i∈J

µivi, gde je µi =
{

λi, ako je i ∈ I
−λi, ako je i ∈ J

i va�i µi > 0 za svako i ∈ {1, . . . , n + 1}, kao i
n+1∑
i=1

µ2
i 6= 0. Po uslovima zadatka sledi 0 6 〈u, u〉 =∑

i,j∈I
µiµj〈vi, vj〉 6 0, pa je u = 0.

Ako je v normalni vektor hiperravni H, koji odre�uje stranu te hiperravni sa koje su tra�eni
vektori, onda je 〈v, vi〉 > 0 za sve i ∈ {1, 2, . . . , n + 1}, pa sledi 0 = 〈u, v〉 =

∑
i∈I

µi〈vi, v〉, pa je µi = 0 za

i ∈ I. Analogno je µi = 0 za i ∈ J , xto je kontradikcija sa
n+1∑
i=1

µ2
i 6= 0, pa sledi da ne postoji tra�eni

izbor vektora.

2. Red S1 =

∞∑
n=1

an je konvergentan i sa pozitivnim qlanovima, pa je i apsolutno konvergentan,

kao i red
∑
m|k

ak za bilo koje m ∈ N, kao i konaqna linerana kombinacija ovakvih redova. Sledi

da se u redu S =

∞∑
n=1

an +

j∑
k=1

[
(−1)k

∑
16i1<...<ik6j

( ∑
pi1 ·...·pik |n

an

)]
(gde su p1 < . . . < pj prvih j prostih

brojeva) mo�e meǌati poredak sabiraǌa. Ukoliko i nije deǉiv ni sa jednim od p1 < . . . < pj, qlan
ai se u S javǉa taqno jednom (samo u prvom redu); inaqe, ako je deǉiv sa taqno m od ovih prostih

brojeva, nakon meǌaǌa poretka sabiraǌa koeficijent uz taj qlan �e biti
m∑
k=0

(−1)k
(
m

k

)
= 0. Sledi

da je 0 6 S−a1 =
∑

p1·...·pj -k

pk 6
∞∑
k=0

am+k, gde su p1 < . . . < pj prvih j prostih brojeva, a m > 1 najmaǌi

prirodan broj koji nije deǉiv sa nekim od p1, . . . , pj. Kako m → ∞ kad j → ∞ i kako
∞∑
k=0

am+k → 0

kad m → ∞ (red S1 je konvergentan), sledi da S → a1 kad j → ∞. Sa druge strane, po uslovima

zadatka sledi S = S1 +

j∑
k=1

[
(−1)k

∑
16i1<...<ik6j

( 1

pi1 · . . . · pik
· S1

)]
= S1 ·

j∏
k=1

(
1− 1

pj

)
→ 0 kad j →∞ (jer

je
∞∑
k=1

1

pk
=∞), pa je a1 = 0.

Ako je n najmaǌi indeks za koji je an 6= 0, bk = ank za k ∈ N i m ∈ N, sledi
∞∑
k=1

bmk =

∞∑
k=1

amnk =

1

mn
·
∞∑
k=1

ak =
1

m
·
∞∑
k=1

ank =
1

m
·
∞∑
k=1

bk, tj. red
∞∑
k=1

bk zadovoǉava uslove zadatke, pa po prethodnom sledi

0 = b1 = an. Iz dobijene kontradikcije sledi da je jedini red koji zadovoǉava uslove zadatke red
za koji je an = 0 za svako n ∈ N.

3. Ako je x, t ∈ [ 0, 1 ], po uslovima zadatka je f(t) = f(x) + f ′(x)(t − x) + f ′′(ξ)
2! · (t − x)

2 za neko ξ
izme�u x i t, pa (kako je |f ′′(ξ)| 6 2 za svako ξ ∈ (0, 1)) sledi |f(t)− f(x)− f ′(x)(t− x)| 6 (t− x)2.

Specijalno, za t = 0, odnosno t = 1, sledi |f(0)− f(x)+ f ′(x)x| 6 x2, odnosno |f(1)− f(x)+ f ′(x)(x−
1)| 6 (1− x)2. Kako je maksimum funkcije x2 + (1− x)2 na [ 0, 1 ] jednak 1, za svako x ∈ (0, 1) va�i

1 > x2 + (1− x)2 >
∣∣f(1)− f(x) + f ′(x)(x− 1)

∣∣+ ∣∣f(0)− f(x) + f ′(x)x
∣∣

>
∣∣∣(f(1)− f(x) + f ′(x)(x− 1)

)
−
(
f(0)− f(x) + f ′(x)x

)∣∣∣
=

∣∣∣(f(1)− f(0))− f ′(x)∣∣∣ > |f ′(x)| − |f(1)− f(0)|.



4. Izraz p(ω) = det(A+ωB) je polinom stepena najvixe n. Ako je p(ω) = anω
n+ . . .+ a0, za |w| = 1

sledi 1 = |det(A+ωB)|2 = (anω
n+. . .+a0)·anωn + . . .+ a0 = (anω

n+. . .+a0)·(anωn+. . .+a0) = (anω
n+. . .+

a0) ·(an · 1
ωn + . . .+a0), pa je ωn = (anω

n+ . . .+a0) ·(a0ωn+ . . .+an). Kako je posledǌe taqno za sve |ω| = 1
(beskonaqan skup), ova (polinomska) veza je identitet, pa sledi ωn ≡ (anω

n+. . .+a0)·(a0ωn+. . .+an).
Pritom je an = detB 6= 0, pa je (izjednaqavaǌem koeficijenata) a0an = 0 ⇒ a0 = 0 (koeficijent uz
ω0), a1an + a0an−1 = a1an = 0 ⇒ a1 = 0 (koeficijent uz ω1); ako je k < n i a0 = . . . = ak−1 = 0 sledi
akan+ . . .+a0an−k+1 = akan = 0⇒ ak = 0 (koeficijent uz ωk). Sledi a0 = . . . = an−1 = 0, pa je |an|2 = 1
(koeficijent uz ωn), tj. det(A+ ωB) = anω

n = detB · ωn i pritom je |detB| = 1.
Sledi detB ·ωn = det(A+ωB) = det

(
(AB−1+ω)B

)
= det

(
(−AB−1)−ω

)
· (−1)n ·detB, a kako matrica

ponixtava svoj karakteristiqni polinom, sledi 0 = detB · (−AB−1)n; zbog komutativnosti sledi
0 = detB ·B−n ·An, a kako je B regularna, sledi An = 0.

Ako su A = (ai,j)
n
i,j=1 i B = (bi,j)

n
i,j=1 definisani sa

ai,j =
{ 1, ako je i = j = n

0, inaqe i bi,j =
{ 1, ako je i = j − 1 ili (i, j) = (1, n)

0, inaqe ,

sledi An = A 6= 0 i det(A+ ωB) = ωn, pa tvr�eǌe ne va�i bez pretpostavke o komutativnosti.

5. Na G = (Z2,+)× (Z2,+) se struktura prstena sa jedinicom mo�e uvesti na nekoliko naqina:

1◦ H = Z2[x]/(x
2 + x+ 1) (poǉe sa 4 elementa), tj. struktura u kojoj je mno�eǌe dato sa

· 0 a b c
0 0 0 0 0
a 0 a b c
b 0 b c a
c 0 c a b

(a = 1, b = x, c = x + 1); pritom, svaki od 3 nenula elementa (Z2,+) × (Z2,+)

mo�e igrati ulogu jedinice (a) (tj. xH i (x+ 1)H su prsteni sa jedinicom u kojima su c i b,
redom, jedinice);

2◦ Z2[x]/(x
2 + x) (izomorfna sa (Z2,+, ·) × (Z2,+, ·)), tj. struktura u kojoj je mno�eǌe dato sa

· 0 a b c
0 0 0 0 0
a 0 a b c
b 0 b b 0
c 0 c 0 c

(a = 1, b = x, c = x+ 1)

3◦ Z2[x]/(x
2 + 1), tj. struktura u kojoj je mno�eǌe dato sa

· 0 a b c
0 0 0 0 0
a 0 a b c
b 0 b a c
c 0 c c 0

(a = 1, b = x, c = x+ 1).

Dakle, na G se struktura prstena sa jedinicom mo�e uvesti na vixe od n(G) = 4 naqina (tj.
p(G) > 5).

Ako su (G1,+1, ·1) i (G2,+2, ·2) prsteni sa jedinicom, onda se na G1 ×G2 mo�e uvesti struktura
prstena sa jedinicom (za a1, a2 ∈ G1, b1, b2 definixe se (a1, b1) +G1×G2 (a2, b2) = (a1 +1 b1, a2 +2 b2) i
(a1, b1) ·G1×G2 (a2, b2) = (a1 ·1 b1, a2 ·2 b2); ako su i1 i i2 jediniqni elementi G1 i G2, redom, onda je
pri ovako definisanim operacijama (i1, i2) jediniqni element na G1 × G2; pritom, ako je (+1, ·1) 6=
(+2, ·2), dobijaju se razliqite strukture na G1 × G2). Sledi va�i n(Gk) = 4k i p(Gk) > 5k, pa je

0 <
n(Gk)

p(Gk)
6
(4
5

)k
→ 0 kad k →∞, odakle je lim

k→∞

n(Gk)

p(Gk)
= 0.

Ako je p prost broj, (Zp,+p, ·p) ima p − 1 automorfizama (to su preslikavaǌa x → ax za svako
a 6= 0). Tako�e, ako je (p, q) = 1, sledi Aut(Zpq ∼= Aut(Zp × Zq) ∼= Zp−1 × Zq−1, pa ako su p1 < . . . < pn

prvih n prostih prirodnih brojeva i Gn = Zp1·...·pn , sledi
n(Gn)

p(Gn)
=

n∏
i=1

pi
pi − 1

, pa je lim
k→∞

n(Gk)

p(Gk)
=

∞∏
k=1

1

1− 1
pk

=∞ (jer je
∞∑
k=1

1

pk
=∞).

6. Kako je f neprekidna, dosti�e maksimum i minimum na
[
k−1
n , kn

]
za svako k ∈ {1, . . . , n}. Neka

su (neke od) taqaka u kojima se dosti�u an,k i bn,k, tj. va�i f(an,k) 6 f(t) 6 f(bn,k) za t ∈
[
k−1
n , kn

]
i



an,k, bn,k ∈
[
k−1
n , kn

]
. Za t ∈ [ k− 1, k ] sledi f(an,k)f(t) 6 f

( t
n

)
f(t) 6 f(bn,k)f(t), pa je

∫ k

k−1
f
( t
n

)
f(t)dt =

f(cn,k)

∫ k

k−1
f(t)dt za neko cn,k ∈

[
k−1
n , kn

]
, jer je f nenegativna i neprekidna.

Kako je f periodiqna sa periodom 1, za svako k ∈ N je
∫ k

k−1
f(t)dt =

∫ 1

0

f(t)dt, pa sledi

∫ 1

0

f(x)f(nx)dx =
{ smena t = nx

dt = ndx

}
=

1

n
·
∫ n

0

f
( t
n

)
f(t)dt =

1

n
·
n∑
k=1

∫ k

k−1
f
( t
n

)
f(t)dt

=
1

n
·
n∑
k=1

f(cn,k)

∫ k

k−1
f(t)dt =

n∑
k=1

f(cn,k)

n
·
∫ 1

0

f(t)dt→
(∫ 1

0

f(t)dt

)2

,

jer je

n∑
k=1

f(cn,k)

n
integralna suma funkcije f (koja odgovara podeli intervala [ 0, 1 ] na n inte-

rvala jednake du�ine i izboru me�utaqaka (cn,k)
n
k=1).


